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ANI ‚1 


Analyse Le 


Deze syllabus bevat de leerstof van het eerste semester-college 
Analyse; deze stof is in grote trekken een aanvulling op en een 
uitbreiding van het in de hoofdstukken IT en II van de "Infinite- 
simaalrekening" behandelde. 

Hoofdstuk 1 bevat de opbouw van de reële getallen, uitgaande van 
de natuurlijke getallen. Het is van belang voor hen die niet al- 
leen in de toepassingen ('wat doe ik er mee?!) maar ook in de 
grondslagen ('hoe kom ik er aan?!) van de wiskunde zijn geinteres= 
seerd; bovendien geeft het een eerste inzicht in de opbouw van 
wiskundige theorieën. Over hoofdstuk I wordt geen tentamen af- 
genomen. ‘ 

De hoofdstukken II t/m IV (met bijbehorende vraagstukken) vormen 

de tentamenstof; ze behandelen de theorie der reêle rijen en die 
der reële functies van een reële veranderlijke, uitgaande van een 
axiomastelsel voor de reêle getallen. 

U dient de stof zo onder de knie te krijgen dat U opgaven van een 
niveau als dat van de hier opgenomene kunt maken. Sommige opgaven 
zullen op het praktikum aan de orde komen; de andere kunnen dienen 


als extra oefenstof. 


Hoofdstuk IT. Reele getallen. 


61. Natuurlijke getallen. 


We gaan uit van een verzameling IN met de volgende eigenschappen: 
15 Er is een element in IN dat we aangeven met 13 
2% Er is een bijectie 6 : IN > IN\{1} (de opvolgerafbeelding); 
38 Uit 
(V CIN) & (1 EV) & [ (Yn E IN)(n E V > (nn) E V)I 
volgt dat V = IN (principe der volledige inductie). 
Men vat 1° t/m 3° samen onder de naam axiomastelsel van Peano. 


De elementen van IN noemen we natuurlijke getallen. 


* 
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(1.2) Uitgaande van de axioma's van Peano kan men in IN twee bewer- 
kingen (d.w.z. afbeeldingen IN X IN > IN) definiëren, genaamd 
optelling en vermenigvuldiging en aangegeven rep. met 


(n‚m) > ntm en (n‚m) > n-m (ook geschreven als nm), die voldoen 


aan: 
a ne my (PtL = Plm) 
Eri, nel = ni 
b. de commutatieve wetten: 

Come mj AS WI 

n-m = men 
Ce. de associatieve wetten: 
E n + (mtp) = (ntm) + p 

(Yn‚m,;p IN )- Ke 8 (m- .p) pe (nm) .D 
d. de distributieve wet: 

(Yn‚m‚p € IN) n-(m+p) = nem + n-p 
e. de schrapwetten: 

ntm = nt+p > m=p 

(Yn‚m‚p € IN) (An 5 Ree 

Í. voor alle m‚n € IN met m #n is precies één van de volgende 


uitspraken juist: 

1 La IN )m+p = n 

2) (dp E IN)n+p = m | 

We schrijven 1) en 2) resp. als m$ n (of n > m) en n <m 
COE me nis Er geldt: 

Â (hmambS Nin Samm pn sp. 


ge n Sm ntp < mtp 
si Kmsmp © IN) < ni Sm. 


Cls) dean: De in (1.2) genoemde bewerkingen worden gedefinieerd 
“door volledige inductie': met behulp van de axioma's van Peano 
kan men het bestaan bewijzen van precies één bewerking (n‚m) > n+m 


in IN die voldoet aan 


| n+1 dn) 
msn SIN Eken d (ntm) 


en van precies één nn (n;m) > n-m in IN die voldoet aan 


n 


(Vn‚m € IN) bne ns 8 n-m+n 


Vervolgens kan men bewijzen dat deze bewerkingen voldoen aan 
(1,2), b t/m £. 
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(1.4) Voor-elke n € IN kunnen de som en het produkt van n natuurlijke 


(2.1) 


Eda 


getallen a1 ,aa ,...san worden gedefinieerd 'door volledige induc- 
tie! (ook: 'door recursie!): 

4E | 1 

La = di IT a, = a 

kz1 * ke 5 

n+1 … M n+1 n 

Za = Za +a Ta, = C IT a,‚) a 
k=1 k ei k n+1 Ee k eed k n+1 
Verder definieert men nog voor alle n‚m € IN: 
n+m m+1 n+m m+1 

vS Ms Has Mas 
en k leed k+n-1 he k k=1 k+n-1 


82. Gehele getallen. 


Intuïtief is een geheel getal het verschil a-b van twee natuur= 
lijke getallen a en b (bijvoorbeeld: -3 = 3-6), waarbij twee 
paren natuurlijke getallen a,b en c‚d waarvoor geldt atd = b+c- 
hetzelfde gehele getal bepalen. Deze gedachte ligt ten grond- 
slag aan de volgende opbouw van de gehele getallen Cuit IN). 


We definiëren een relatie > in IN x IN (d.w.z. tussen IN x IN en 
IN Xx IN) als volgt: (a,b) — (e‚d) dan en slechts dan als 


atd = bte. » is een equivalentierelatie, d.w.z. voor alle 
a,b,esdse,f E IN geldt: 


da. (a,b) in (a,b); 
Be Lash Ss (opd > Led) ee Lab) 
de Cal, me lerd) & Lasd) > (es) + lab) == Leh, 


We bewijzen hier c (bewijs zelf a en b): 
Uit (a,b) * (e‚d) volgt dat atd = b+a, 
uit (e,d) » (e,f) volgt dat c+f = dte, 


Toepassing van de in 51 genoemde rekenregels levert nu: 


(af) + ce = at (ft4te) z= at (etf) = a+ (dte) = (atd) + EE 
= e + (atd) = e + (bre) = (etb) + az (bte) + a. | 
dus (atf) + e = (bte) + c‚ waaruit volgt dat a+tf = bte ofwel 


(a,b) — (e,f). 


ANT 4 
(2.3) De deelverzameling van IN Xx IN bestaande uit alle met (a,b) 
equivalente elementen noemen we de (equivalentie-) klasse van 
(a,b) (voor >); we geven deze aan met (a,b) (merk op dat deze 
klasse o.a. alle paren van de vorm (atns btn) bevat). Twee 
klassen zijn disjunct of vallen samen (zie Algebra & Meetkunde, 
hoofdstuk 0), en elke (a,b) € IN x IN zit in zó'n klasse. 
De verzameling van deze klassen geven we aan met Z;3 de elementen 
van Z noemen we gehele getallen (een geheel getal is dus een- 
equivalentieklasse - ten opzichte van de in (2.2) genoemde 


relatie » -— van geordende paren natuurlijke getallen; vgl. Eel rs 


(2.4) Opmerkingen. 


1. Een definitie van het in (2.3) gebruikte type noemt men wel 
een “definitie door abstractie": van twee natuurlijke getallen 
interesseert ons hier slechts hun verschil (we "abstraheren" 

(= weglaten) hun andere eigenschappen), en we identificeren 


geordende paren met hetzelfde verschil. 


IND 


Merk op dat door de uitspraak "een geheel getal wordt bepaald 
door (of: is wat bepaald wordt door) een equivalentieklasse 

van geordende paren natuurlijke getallen" nog geen wiskundig 
object gedefinieerd is. Bij ons is een geheel getal zo'n klasse 


Cen dat is de essentie van de abstractie! ). 


(2.5) SES IME. Zij Aj» Di» Cis di E IN (i=1,2);3 veronderstel dat 
Cai ‚bi ) > (aa sb2) en (ey di) + (ez ‚da ). Dan geldt: 
a. (ait ep,bi+t dj) (aat cas ba + ds 
b. (Carcit bidis aidi+ Dieci) + Cazc2+ Dada» Azda bz es). 
Bewijs: a.uit het gegeven volgt dat ay + ba= a2+ bi en c1+ da = 
cat di. Uit optelling van beide gelijkheden volgt dat 
Ait Cit Dat daz a2t Cat bit di ofwel (aj + C1 sbit da ) >” (aat ca b2+ da) 
b.zij misni € IN, Pi > Aatmi gs = bitmis ri SB 
Sj = dstns C1=1,2). Men rekent gemakkelijk na dat 
AE ED dd SD De danse Daer And 
(i=1,2;5 ga na). Neem nu mj = Da » Ma= Di > ni = d2 5 na= di 3 uit 
Pi = a+ D= a2t Di = P2s U1= A25 Pis C+ daz Cat di= 02, S1= S2 


volgt het te bewijzene. 








(2.6) 


(2.7) 


ANI,5 


(2.5) rechtvaardigt (ga na!) de volgende definitie van de be- 
werkingen + (optelling) en « (vermenigvuldiging) in Z: Is 
BS As 2e (a,b), h= (Bd) dan ds | 

gth = (atc‚b+d), 


geh = (Cac+tbd, ad+bc). 


Men gaat gemakkelijk na dat deze bewerkingen associatief en commu- 


tatief zijn (d.w.z. voldoen aan de associatieve en commutatieve 
wetten) en voldoen aan de distributieve wet, aangezien de optel- 


ling en de vermenigvuldiging in IN deze eigenschappen hebben 
ele Clade 


We geven het element (1,1) van Z met 6 aan; is g = (a;b) € Z, 
dan geven we (b‚a) aan met -g. In plaats van h+(#g) schrijven 


we ook h-g (het "verschil!" van h en g). We geven het element 
(2,1) van Z aan met €. 


Stelling. Voor alle g‚h € Z geldt: 


a. O+g = g. 
b. g-g = 0. 
Ci gn eg Def hs 0. 
d. €e°g = 3. 
Bewijs: a. is g = (a,b), dan is 


bu 28 e= (able dat te 
8-8 == 8 + (-g) = (a,b) + (b‚,a) = Catb,atb) = (1,1) = 0. 
e. stel g = (a,b), h = Cc‚d). Is g É 0, dan is a * b, dus 
asbof ba vgl. (421) fles Ts a Sb, dan ie en mS IN met 
b = atn. Is nu gh = 0, dan is | 
ac + bd = ad + bc. 


(ga na) ofwel 








O 


ac + ad + nd = ad + ac + nc | | 
dus d = ce ofwel h = 0. Analoog bewijs voor het geval dat b Sa. 
de, 18 g = {a,b}, dan ie 


Ee-g = (2,1) + (a,b) = (2atb,2bta) = (a,b) = g. 
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(2.8) We voeren thans een ordening in Z in. Is g = Cab) = (ed) = Z., 


(2,9) 


g * 0, dan is a <bof b <a: uit atd = b+tc volet: bad 
(ga na; vgl. (1.2),£). We kunnen daarom definiëren: is 
= (a,b) € Z, g # 0, dan is g positief indien b <a. Verder 
defùniêren we: is g,h € Z, dan is g < h (ook geschreven als h > 5) 
indien-h-g positief is. Er geldt: gg > 0& g is positief. 
Hiermee is een relatie < in Z gedefinieerd die we een ordening 
noemen; man gaat gemakkelijk na dat $ de volgende eigenschappen 
heeft: | | 
a. Voor alle g;h € Z is precies één van de volgende uitspraken 
Juist: Li eeh: A ee 30 g> hs 
b. (WVgshsk € Dg Sh &hS<k)>g<K. 


8gSh>g+k<h4k | 


Zij IN' de deelverzameling van Z bestaande uit atle elementen 
van de vorm (a,b) met b < a. We beschouwen de afbeelding 

0 : IN > Z gedefinieerd door o(n) = = (n+1,1). Er: geldt: 

1) go is een DESSE van IN op IN'. 


Bewijs: | 
a, Voor alle n € IN is o(n) = (hn+#+1,1) e EN", 


b. do is injectief: uit o(n) = 5 (m) volgt dat:-(ntlsl) > (mt1,1) 
ofwel m = n (ga na). | | 
Ge 0 A8 surjectief: is a,b € IN met b <a, dan is er n € IN 
met a = btn, en dan is o(n) = (n+1,1) = CasB), 
2) Sommen en produkten in IN corresponderen met die in IN!: 


J(mtn) = o(m) + o(n) (1) 
(Ym‚n € IN) Kn = O(m) « O(n) (2) 


We bewijzen (2) (bewijs zelf (1)): o(m) - 5 (n) = 
= (m+1,1) « (n+1,1) = Cmn+mt+n+2,min+2) = (mn+i,1) = o(men). 


Op grond van 1) en 2) noemen we o een isomorfie van IN met IN ks 
IN en IN! heten isomorf. De verzameling IN' voldoet aan de in 
(1.1) genoemde axioma's voor de natuurlijke getallen (de fijn- 
proevers gaan dit na!); men zegt daarom wel dat Z de verzameling 
der natuurlijke getallen bevat. Merk op dat OCL) = £, 


Z bestaat uit de elementen van IN', het element 0, en alle ele- 


menten van de vorm -=n!' met n' € IN!. 
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«x(2.,10) Voor de fijnproevers: 
We geven hier een overzicht van enige algebraïsche structuren 


die we in het voorgaande tegenkwamen. 
Een semigroep (ook halfgroep) is een verzameling voorzien van 
een associatieve bewerking. Voorbeelden van semigroepen zijn: 
a) IN, voorzien van de optelling; b) IN, voorzien van de ver- 
menigvuldiging. 
Een groep is een verzameling V voorzien van een associatieve 
bewerking * waarvoor geldt: 
a. V bezit een neutraal element, d.w.z. een element n met de 
eigenschap 

(Va E Vjn *a=z=at*n=a. 

b. Bij elke a € V bestaat een inverse, d.w.z. een element b met. 
de eigenschap 

b * az=a *b=.n. 
Men kan gemakkelijk bewijzen dat een groep precies Één neutraal 
element heeft, terwijl elk element van de groep precies ééf 
inverse heeft. 
Een commutatieve (ook: abelse) groep 1s een groep waarin de 
bewerking commutatief is. 
Voorbeelden van commutatieve groepen zijn: a) Z, voorzien van 
de optelling (het neutraal element is O0, en de inverse van g 
is -g); b) de verzameling der even gehele getallen (d.w.z. ge- 
hele getallen van de vorm 2g met g E Z), voorzien van de optel- 
LES. 
Een ring is een verzameling V voorzien van twee associatieve 


bewerkingen + (optelling) en …« ( vermenigvuldiging) waarvoor 


geldt: 

a. V voorzien van + is een commutatieve groep; 

a zijn met elkaar verbonden door de distributieve wetten: 
a-(b+tc) = a-b + atc 


(YVa,bsc E V) { 


(b+c) a 


Een commutatieve ring is een ring waarin de vermenigvuldiging 


bra + cra. 


commutatief is. 
Voorbeelden van commutatieve ringen zijn: a) Z, voorzien van de 


optelling en de vermenigvuldigings. 





EE 


34) 


(3.2) 
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b) de verzameling {g € ZI(Ak € Z)g = n-k} der n-vouden in Z 
(waarbij n E IN), voorzien van de optelling en de vermenigvuldiging; 
ce) de verzameling van alle polynomen (veeltermen) in x met ges 


hele coefficiënten. 


83. Rationale getallen. 


Intuitief is een rationaal getal het quotiënt (de verhouding) 

van twee gehele getallen a en b met b #0, waarbij twee paren 

gehele getallen a,b en ed (met b f 0, d # 0) waarvoor geldt 

ad = be hetzelfde rationale getal bepalen. Deze gedachte ligt 

ten grondslag aan de volgende opbouw van de rationale getallen 
(uit Z). | 


Zij Z° = {g € Zlg # 0}. We definiëren een relatie — in Z x ze 
als volgt: (a,b) » (eyd) dan en slechts dan als ad = bc (waar- 
bij we voor g;h € Z schrijven gh in plaats van g:n). — is een 
equivalentierelatie: aan de in (2.2) genoemde regels a en b is 
voldaan; uit (a,b) * (esd) en (e,d) — (e,f) volgt ad = bc en 
ef = de, dus 

(af)d = alfd) = aldf) = (ad)f = (be)f = blef) = blde) = 

= b(dd) = (be)d 

waaruit volgt 

(af -— be)d = 0 
dus (wegens d # 0) af = be ofwel (a,b) = (e,f), zodat ook aan 
(2.2), e is voldaan. 
De verzameling der equivalentieklassen van Z Xx Z° ten opzichte 
van ‘” geven we aan met @; de elementen van @ noemen we rationale 
getallen (een rationaal getal is dus een equivalentieklasse van 
geordende paren gehele getallen waarvan het tweede niet hul is; 
vele (3.1)5, OO 


be (3.3) Stelling. Zij aj» bi» Ci» di € Z, bi # 0, di; # 0 (i=1,2); veronder- 


stel dat (a, ,b,) > (az,b2) en (ey sdi) > (ez dz). Dan geldt: 
s a Lasdit bien Bard) > laadt bies beds )s 
Db. (A1 C4 3 b; d; ) SE (az cas Doda J. 





(3.4) 


KID) 
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Benijet aus uit be 0, dy #0 Ciels2) volet dat bd: # 04 
b2d2 # 0. Uit de gegevens volgt 
ai Da = az Di GLE C1 da = ca di 


dus 


Candt bren bbadie a badro ede bs 
Se bird end: bee 
(aada + ba ca )bi di | 
ofwel (aidit bic1, bidt) * (azdat baca, brada). 


Bewijs zelf Db. 


Voor elke (a,b) € Z x Z° geven we de equivalentieklasse (voor *) 
die (a,b) bevat aan met (a,b); merk op dat (a,b) o.a. alle paren 
van de vorm (ga,gb) met g f 0 bevat. 
(3.3) rechtvaardigt (ga na!) de volgende definitie van de bewer- 
kingen + (optelling) en « (vermenigvuldiging) in ®: 
ls Piss Se = labi. 8 = le,dìs dan Äs 

r+s = Cad+bc, bd), 
lac, bd). 


Men rekent gemakkelijk na dat deze bewerkingen associatief en 


Y…sS 


commutatief zijn en voldoen aan de distributieve wet. Als voor- 
beeld bewijzen we de associatieve wet voor de optelling: is 
ba lebles e Lade Le Lots deme 
(r+s) + t = (adtbo,bd) + (ef) = (adftbeftbde,bdf) 
en 
Pr + (stt) = (a,b) + (cftde,df) = Cadf+bcef+bde,bdf) 
dus (Pts) + t z=r+(s+tt). 


Zij g E ZP. Voor alle (a,b) € Z x Z° geldt: (0,g) * (a,b) © 

„ 0:b = gr aa = 0 (wegens g #0). We concluderen dat É0,g) 
de verzameling van alle (a,b) € Z x Z?® met a = 0 is; we geven 
het rationale getal (0,g) aan met n; Eveneens geldt voor alle 
(a,b) € Z x ZP: (g,g) — (a,b) * gb = ga * g(b-a) = 0 “Db = a 
(wegens g # 0). We concluderen dat (g,g) de verzameling van alle 
(a,b) E Z x Z° met a = b iss we geven het rationale getal (g,8) 
aan met e. | | 
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Opmerking. We noemen n en e wel resp. het nulelement en het 
eenheidselement van Q. We vermijden hier nog de schrijfwijze 0 
(in plaats van n) en 1 (in plaats van e) teneinde verwarring te 
voorkomen, immers O0 € Z en 1 € IN. 

Is r = (a,b) € @, dan geven we (-a,b) aan met -r. In plaats van 
Pp + (-s) schrijven we ook r=-s (het "verschil" van r en s). Is 


r = (a,b) € Q en is a #0, dan geven we (h‚a) aan met Pr! 


Stelling. Voor alle r € ® geldt: 


a. nte = r 

b., p-r = n 

ec. er = 

d. Is r £ n, dan is r-r! ze. 


Bewijs: door rechtstreeks toepassen van de definities. 


We voeren thans een ordening in Q in. Zij r = (a,b) = tea) S 4. 

en zij ab > 0 (vgl. (2.8)); dan is abd? > 0. Uit ad = be volgt 

abd? z= bied. Uit ed S 0 zou volgen abd? = b?cd S 0, tegenspraak; 

we concluderen dat ed > 0. We kunnen daarom definiëren: is 

r = (a,b) E Q, dan is r positief indien ab > 0. Verder definiëren 

we: is r‚s E @, dan is r < s (ook geschreven als s > r) indien 

s-r positief is, Er geldt: | 

a. Voor alle r‚s € @ is precies Één van de volgende uitspraken 
juste 1 mss Mer Set B ms 

b. (Vr‚s‚t EE Dr Ss ks St >r<t. 


r Ss > r+t << s+t 
ne 


We schrijven nog r $ s (of s > r) in plaats van (r <s vr =s). 
Voor elke r € Q wordt de absolute waarde |r|l gedefinieerd door 
els ? als r > n 
-r als r Sn. 
Voor alle r‚s E Q geldt nu 
pts) S [el + |sl 
es) = Tel - Isl 
(zie ook hoofdstuk II). 


#* 


Ea 


je*(3.8) 





2) (Vg‚h € Z) { 
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Zij Z' de deelverzameling van Q bestaande uit alle elementen 
van de vorm (b‚,e) (met b EZ). We beschouwen de afbeelding 

T 1 Z > 7Z' gedefinieerd door T(g) = TgzE). Als in (2.9) bewijst 
men dat T een isomorfie van Z met Z' is. d.w.z.: 

1) T is een bijectie van Z op Z'; 


tT(g+h) T(g) + T(h) 
T(g-h) Tel » tCh, 


We noemen Z en Z' isomorf; men zegt wel dat Q de verzameling der 


gehele getallen bevat. Merk op dat T(0) = n (het nulelement van 
Q) en TE) = e (het eenheidselement van Q). | 
De bekende notaties voor de rationale getallen verkrijgen we als 
volgt: 

We schrijven in (2.9) voor elke n € IN: n in plaats van o(n); 
vervolgens in het bovenstaande voor elke g E Z: g in plaats 

van T(g);s tenslotte in (3.4) voor elke (g,h) € Z x z°: e in 
plaats van (g,h). Voor elke g & Z, g * 0 valt het door de laatste 
afspraak gedefinieerde element £ samen met het in (3.5) gedefi- 
nieerde element md Merk verder op dat het nulelement en het 


eenheidselement van Q nu worden genoteerd als resp. 0 en 1. 


Voor de fijnproevers: 


Een ltehaam is een verzameling V voorzien van twee associatieve 


bewerkingen + (optelling) en « (vermenigvuldiging) waarvoor 


. geldt: 


V voorzien van + is een commutatieve groep; 


a 
b. V\{0} voorzien van … is een groep (hierbij is O0 het neutraal 


element voor de optelling); 
ec. + en … zijn met elkaar verbonden door de distributieve wetten 
(vgl. (2.10)). | 
Een commutatief lichaam is een lichaam waarin de vermenigvuldiging 
commutatief is. Een voorbeeld van een commutatief lichaam is Q, 
voorzien van de optelling en de vermenigvuldiging. Aangezien op 
Q bowendien een ordening is gedefinieerd die voldoet aan (3.6), 


a t/m e, noemen we Q ook een geordend lichaam. 
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„ $t, Reêle getallen 


(k.1) Intuïtief is een reêel getal een oneindig voortlopende decimale 


(H.2) 


(4.3) 


CD, 


breuk (bijvoorbeeld: /2 = hae hetgeen we kunnen inter- 


preteren als: een reeel getal is de limiet van een rij rationale 
getallen (zo is /2 de limiet van de B A Lak Le 1,414; 


1;4142;...). We bestuderen daarom eerst rijen rationale getallen. 


Definities. 
a. Een Pij in Q@ is een afbeelding a : IN > @. In plaats van a({n) 
schrijven we ook a, en in plaats van a schrijven we ook (an). 
De getallen an heten de termen van de Bs 
b. Zij A € @. Een rij a in Q heet convergent met limiet A, in for- 
mule: 
lim an = A; 
noo | 
indien bij iedere e € Q met e > 0 een NE IN bestaat zó dat 
voor alle n > N geldt |a,Al <e. In logische symbolen: indien 
(Ve > OMAN (Yn > NDlan-Al Se. 
(Merk op dat 'n > N"' en "Se" equivalente uitspraken leveren). 
e. Een rij a in Q heet een Cauchy-rij (of fundamentaalrij) indien 
bij iedere e € Q, € > 0 een NE IN bestaat zó dat voor alle 
Psq > N geldt lap-ag| S e. In logische symbolen: indien 
(Ve > OAN) (Yp,q > N)lap-agl S € 
(“p‚q 2 N' en 'S e' leveren equivalente uitspraken). 
Stelling. Een convergente rij is een Cauchy=rij. 


Bewijs: zij lim An = As en zij e > 0. Er is NE IN zó dat voor 


noo 


alle n > N geldt: Bek 5E. Voor alle p‚q > N geldt nu 
— S — - G Es 
la, ag | lar Al + laa À | € 


Met behulp van (4.1) en (4.3) zien we dat een reëel getal intuitief 


bepaald wordt door (vgl. (2.4),2) een Cauchy-rij rationale getallen. 


Twee verschillende Cauchy-rijen kunnen hetzelfde reêle getal be- 


palen (voorbeeld: de eerder genoemde rij voor /7 en de rij 1; 
1,415 1,41423...); 
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we zullen daarom in het volgende een reëel getal definiëren als 


‘een equivalentieklasse (ten opzichte van een nog te definiëren 


equivalentierelatie) van Cauchy-rijen rationale getallen. 


A 5) Stelling. Zij A € @; laten a en b Cauchy-rijen in @ zijn. Dan 


(h.7) 


Bewijs: er is NE IN zó dat voor alle p‚q > N geldt |a 


zijn ook de rijen Aa (gedefinieerd door (Aa)(n) = Aaln)) en 

atb (gedefinieerd door (atb)(n) = aln) + b(n)) Cauchy-rijen. 
Bewijs: a.Zij e > 0; er is NE IN zó dat voor alle pP‚q > N geldt 
lap-ag| < e/([Al+1). Dan is voor alle p‚a > N: 

|Aap-Aag | [Al - la praal S E. 

b. Zij e > 0; er is Ni E IN zó dat voor alle p‚q > Ni geldt 
lap-ag| S Je, en er is N2 E IN zó dat voor alle p‚q > Na geldt 
lbo-bal < Je. Zij N = max (Ni ‚N2)5 voor alle p‚a > N geldt 


[Ca+b)(p) -— (atb)(a)| = laptb, - ag-b,l S |aj-a |bp-b 


p*bp — aba a! a! 


Stelling. Een Cauchy-rij is begrensd, d.w.z. bij elke Cauchy-rij 
(rationale getallen) a îs er een ME Q zó dat 
(Yn € IN)|a,l SM. 


| praal S 15 
in het bijzonder geldt voor alle p= N: |lapl = lan-antan! 


S Ajan! + lanl S layl + 1. Is nu M = max{ [ar |,laz | ,...»lan-4 |» 
‚layl + 1}, dan geldt voor alle n € IN: |lanl SM. 


Stelling. Als a en b Cauchy-rijen in Q zijn, dan is ook de rij 
ab (gedefinieerd door (a-b)(n) = aln)b(n)) een Cauchy-rij. 
Bewijs: zij e ” O0. Volgens (4.6) zijn er A,BE @, A> 0, B> 0 
zó dat (Yn € IN)|a,| SA en [bl S B. Verder is er Ni E IN zó dat 


(Yp, Ke EN aal. S e/2B 
en N22 € IN zó dat 
(Yp‚q > Na) |bo- ba | SEA. 


Is N = max (Ni ‚N2 ), dan is voor alle p‚q > N: 
hink sCasb)eat = ldpbp= aba = 
Jar =bg ) + bg (ap ag) | < la, | |bj-b 

% keen + BEE/ZB) = €. 


al + Ibal « lap-agl S 


é 
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(U.8) Zij A de verzameling van alle Cauchy-rijen in @5 volgens (4.5) 
ten (4.7) is in A een optelling en een vermenigvuldiging gede- 
finieerd, aäsmede een vermenigvuldiging met rationale getallen 

(en ook een aftrekking, via a-b = (a+ (=-b)). 


We definièren een relatie * in A als volgt: a “ b dan en slechts 


dan als a-b een nulrij 1S;s d.w.z. aks lim Ee =D ) = O0. * is een 
equivalentierelatie, d.w.z. (vgl. (2. 29) voor alle a,b,c € A 
geldt: 


de dS as 
De a Debat 


Se a DD aa a. 


We bewijzen hier c (bewijs zelf a en b) 
uit a” b volgt dat lim Can Dre Ot 
noo 
Uat hb 8 volet dat Jam Dr Bak = Ws 
noo 


Zij € > 0. Er is Ni € IN zó dat voor alle n > NN geldt: 
änbal S de, em er ie Ni € IN zó dat voor atie n > Nageldt: 
De S Ze. Voor alle n > max (Ni ‚N2) is Au Jee 
S |la_-b + Ib, =c S e; er volgt dat lim (ar-en) = O.ofwel a “ce. 
nn ni mn AST 
noo 
Kh,8) Stelling. Zij a,bseid s A, a hete 4. Da geldt: 
a. ata * b+d; | 


De APG Te Dede 
Bewijs: a volgt uit |(anten) -— (bntdn)l S |lan-brl + es 
b. Volgens (4.6) zijn er A‚,B € IN zó dat voor alle n € IN 


geldt |anl SA en |lanl SB. Er geldt Ì | 
lanenbndnl = |an er dd td labi s Ale dal + Blabel 


gebruik nu een anemie als in het bewijs van (4.7). 


(4.10) Voor elke a € A geven we de equlivalentieklasse (voor *) die a 
bevat aan met a; a bestaat uit alle Cauchy-rijen rationale B 
tallen b waarvoor geldt dat a-b een nulpij 18. 

De verzameling der equivalentieklassen van A ten opzichte van * 
geven we aan met IR; de etementen van IR noemen we reêle getallen 
(een reëel getal is dus een equivalentieklasse van Cauchy-rijen 


rationale getallen; vgl. (h.U)). 
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(h.9) rechtvaardigt de volgende definitie van de bewerkingen + 


(optelling) en © (vermenigvuldiging) in IR: 
Is a,8g € IR, a = a, B = b, dan is 

a+B = arb, | 

a-B = ab. 


Men gaat gemakkelijk na dat deze bewerkingen associatief en 
commutatief zijn en voldoen aan de distributieve wet, aangezien 
de optelling en de vermenigvuldiging in Q deze eigenschappen 
hebben (vgl. (3.4)). 

Volgens (4.3) is elke nulrij een Cauchy-rij; elke nulrij is 
equivalent met de rij n: 0,0,0,... (gedefinieerd door n(k) = 0 
voor alle k € IN). We geven het reële getal n aan met v. Zij e 
de Cauchy-rij 1,1,1,... (gedefinieerd door eln) = 1 voor alle 

n E IN); we geven het reêle getal e aan met n. Is a =aE€ IR, 
dan geven we =a aan met 45 in plaats van a+ (-8) schrijven we 
ook oa-B (het tverschil" van a en B). Men gaat gemakkelijk na dat 
geldt: 


| Stelling. Voor alle a € IR geldt: 


a. va = a 
b A= == V 
e. nea = 0. 


Opmerkingen. 1. In plaats van a°8 schrijven we ook a6. 
2. Evenals (3.5) vermijden we hier nog de schrijfwijzen O0 voor v 


en 1 voor n. 


Stelling. Zij a een Cauchy-rij rationale getallen die geen nulrij 
is. Dan is er een r EQ, r > 0 en een NE IN zó dat 
(Yn > Nlanl > r. | 
Bewijs: a is geen nulrijs d.w.z. 
a (Ve > O)N(AN) (Yn > N)lanl Se 
ofwel En 
(de > OMYN) (An > Nlanl > e. 
Zij nue Eg, e > 0 zó dat 
(YN) (An > N)lanl > e. 


(H.12) 


(43) 
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Er is NE IN zó dat (Yp‚q 2 Nans aql S Es er is q > N zó dat 
lagl > e‚ Voor alle p > N geldt nu 
< laq-apl + lapl < 3e + lap! 


- zE > Je. We kunnen dus r = Je nemen. 


stelling. Zij «a € IR, a * v. Dan is er B E IR met a-8 = n. 
Bewijs: zij ad = 5 a # v dus a is geen nulrijg (wel. LH,40)). 
Volgens (4.11) is er een r € @, r > 0 en een NE IN zó dat voor 
alle n > N geldt |lanl > r, dus an # 0. Definieer c € A door 
en) = 1 als n SN, eln) = an) als n > N. Aangezien voor alle 
n > N geldt apen = 0 is a os 

Vervolgens definiëren we de rij b in Q door bn) = 1/eln) (n E IN). 


is s = min (1,r), dan geldt voor alle p‚q € IN: 


bp-bal = [&-- dj - IEetal  … lepregl 
ba Cp Cq |epl: lea | s2 


Zij € > 0; er is Ni E IN zó dat (Yps,q Nep < es°. Voor 
alle p‚q > Ni geldt dan [bj ba 


is5 volgens de definitie han b is c:b =e (de rij 1,1,1,...). Is 


| a! 
| <e. Er volgt dat b een Cauchy-rij 


nú Be bx dân Ís deg * abe B = Eb: 8E is 


nn De in de stelling genoemde & geven we aan met a”! of 


Ee 


We voeren thans een ordening in IR in. 


We noemen een rij a in Q o op den duùr positief indien 
(INE IN)(Js > 0) (Yn > N) an” Bs 


otelling. Zij a een Cauchy-rij rationale getallen die geen 
nulrij is. Dan is Òf a òf -a op den duur positief. 

Bewijs: volgens (4.11) is er een r € Q, Pr > 0 en een Ni E IN 

Zó dat (Yn se Nd 2 r3 verder is er N; € IN ek voor alle 
P‚q > N, geldt: |ap- ag) S 2r, ofwel -ir < a,-a zr. Noem 


P a 
N= max (Ni ‚Na). Uit |ans4l > r volgt dat An+1 * P of any Sr. 


a. Ìs an+4 > Pr», dan geldt voor alle n > N 


an = Can Ana) + AN+1 > „ir + r = Ar; 


é 


er volgt dat a op den duur posrtief 1e, 





(4.14) 


|o' 
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Is an+1 S -r, dan geldt voor alle n > N 
an = (anTan+1) + an+1 S dr -r= ir. 
ofwel -a, > drs er volgt dat -a op den duur positief is. 


Stelling. Zijn a en b Cauchy-rijen in Q, is a op den duur positief 


en is a “ b, dan is b op den duur positief: 


Bewijs: er is N, E IN en s € Q, s > 0 zó dat (Yn > N, ) an > ss er 
is N2 E IN zó dat (Yn > Na)lan-brl S 3s. Voor alle n > max (N41 ‚N3) 
geldt ê | he 


bo = (bojan) + an” =i8 ts = ds, 

(H.13) rechtvaardigt de volgende definitie: is a = aE€ IR, a#v, 

dan noemen we a positief indien a op den duur positief is. Verder 

definiëren we: is a,B E IR, dan is a < B (ook geschreven als B > a) 

indien 8-a positief is. Hiermee is een relatie < in IRgedefinieerd 

die we een ordening noemen; men gaat gemakkelijk na dat < de 

volgende eigenschappen heeft: | 

a. Voor alle a,B € IR is precies één van de volgende uitspraken 
waar: 18 a = B; 2% a < B; 3% a > B. | 

b. (Va,B‚y € IR)(a <B&BS<Y) >a<y. 

grs > ary Bar 

Ca SB & y > v) > ay < By. 

We schrijven nog a < B (of B > a) in plaats van (a <8 v a = B). 


bVasBer S IJ 


Voor elke a € IR definiëren we de absolute waarde |al zoals we 
dat in Q deden (vgl. (3.6)); zie ook hoofdstuk II. | 


** Voor de fijnproevers. IR, voorzien van de optelling en de ver- 


(U.,15) 


menigvuldiging en de zojuist gedefinieerde ordening is een ge- 


ordend commutatief lichaam; vgl. (3.8). 


We definiëren een afbeelding U : Q EN ALB volgt: u(r) is de 
equivalentieklasse die de constante Cauchy-rij r‚r‚r,... bevat. 


Men gaat gemakkelijk na dat voor alle r‚s € @Q geldt 


u(r) + u(s) 
ur) * us) 
PS<s => uiri sus) 


u(r+ts) 
, u(r-s) 
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Verder is u injectief, immers uit u(r) = U(s) volgt dat de 
Cauechy-rijen r‚r‚;rs... en 545,53... equivalent en dus (ga na) 
gelijk zijn, dus dat r = 5. | | | 
Zij Q' de deelverzameling van IR bestaande uit alle elementen 
‘van de vorm P waarin p een constante Cauchy-rij is. We noemen 
u een isomorfie van Q met Q', en we noemen Q en Q' isomorf; men 
zegt wel dat IR de verzameling der Beetenee getallen bevat. 
Merk op dat u(0) = Vv, U(1) = n, terwijl voor elke Cauchy-rij 
aen r EQ geldt ra = ulr):a. | | 


De gebruikelijke notaties verkrijgen we door voor EIk ELement. 
van IR van de vorm u(r) (met r € Q) te schrijven r. 


(H.16) We noemen we deelverzameling V van IR naar bover hernensd | 
indien er ME IR is zó dat (YVx € V)x S M; M heet een boven=- 
grens van V. In het volgende bewijzen we dat elke naar boven 
begrensde niet-lege verzameling reele getallen een kleinste 


bovengrens heeft. Vooraf een 


Hulpstelling. Bij elke a € IR bestaan r‚s e Q met 
uist Sa Sul): | 
Bewijs: zij a = 53 volgens (4.6) is er MEQ zó dat voor alle 
ne IN geldt |lanl < M dus En 
(Mel) — an den ag = tell) 1s 
er volgt dat u(M+1) — a > 0 en a-u(-M-1) > 0. Neem nu r = M+1 


en Ss = =-M-1. 


(u.,17) Stelling (sup-stelling of stelling van de bovenste grens): 


Zij V een naar boven begrensde niet-lege verzameling reële getal- 
len. Dan heeft V een kleinste bovengrens, d.w.z. dan is er een 

p E IR (genaamd sup V, het supremum van Vv) met de volgende 
eigenschappen: | | 

1. (Fx EE VR S ps 

2e (Ve > Oil ES Vie > gees 

Bewijs: 

Volgens (4.16) is er P, E @ zó dat u(ri) bovengrens van V is 
(voorr Ut zie (WetblJs | | 
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Vv # D, dus er is xo E V, en hierbij is s1 S Q zó dat ulsi) S xos 
d.w.z. u(s, ) is geen bovengrens van V. Noem a = 5(si+r1); defi- 
nieer: OO 
s2 = a en r2 = P1 indien ula) geen bovengrens van V is 
52 = sien ra = a indien uta) een bovengrens van V is. 
Vervolgens beschouwen we b = A(s2+r2), en zo voortgaande vinden 
we twee rijen rationale getallen (r,) en (sn). Er geldt: 
1. Voor alle n € IN is ulrn) een bovengrens van Vs; 
2. Voor alle n € IN is H(sn) geen bovengrens van Vs; 
3. Uit de constructie van (rn) en (sn) volgt dat voor alle 
n € IN geldt | 
aa te S Een en 44 Sr 44 = Eme be 
Met behulp van volledige inductie leidt men hieruit af dat 
voor alle n € IN geldt 


_ î 4 
(5) Goma Ener) = rr ,rs, len Lee S on rien 
(ga na). 
Uit (*) volgt dat voor alle p‚n € IN geldt 
an Ema = er dd e Pipe trage?! ten den 


1 1. 1 


| Ee & 6e me ted nd 
PIE Pa re, SC nepei + pnap=dt tone S 
A 
Er volgt dat r = (r‚) een Cauchy-rij is; noem p = r. Verder 
volgt uit (#*) dat lim (Ha Br = 0, dus s = (s) is een 
Ee n Eg 
Cauchy-rij ga na) en Tr = 5 = p. 
We bewijzen nu dat p = sup V: 
a. Stel er is a € V met a > pi zij a = a. De rij a-r is op den 


duur positief, dus er is N, E IN en t € @Q, t > 0 zó dat 
(Yn > Nilan > Pntt. Er is Na € IN zó dat (Vp‚q > N)lapragl S af 
Noem N = max (N; ‚Ns )5 voor alle n >N is 
‚ an = (anTan+1) + An+1 Pang = Py44tit: 
Er volgt dat BCP rea) > 0, dus a ISS ERE hetgeen een 
tegenspraak levert (vgl. 1°). We concluderen dat (Yx € V)x Sp. 
Zij € E IR, e > 0; stel e = a. Uit Ss > r-e volgt dat er N/E IN 
is en t€ GQ, t > 0 zó dat | 
(Yn > Ni)sn > r 


lo 


nantt- 


+ (U.18) 





NLs 20 


Er is N, zó dat (Vpsq > Na) lsprsql S st. Noem N = max (Ni ‚Nz). 
Voor alle n > N is dan | | 

Ent S Cem en) kep eik Apt ank IE. 
Er volgt dat ulsy4j) > F-a = pre. Volgens 2° is er x € V met 
KS HlSragds dua x > PE, 


Voor de fijnproevers: 
Intuïtief stelt elk punt op de getallenrechte een reëel getal 


voor. Zo'n punt p kunnen we beschouwen als een ‘snede! in @; 
we kunnen p vastleggen door te zeggen voor welke rationale 
getallen r geldt r $< p (voor de andere r € @ geldt dan r >p). 
Men kan van deze gedachte gebruik maken om, uitgaande van Q, 
de verzameling der reele getallen te construeren op een wijze 
die verschillend is van de boven beschrevene; we geven hiervan 
een schets: 
We definiëren een snede in Q als een paar (V‚W) niet-lege deel- 
verzamelingen van Q met 

Vv ={íxEeg@glvweEewexsS w} 

W = {xE@l(vvEvVv)vSx}. 


Zij IR' de verzameling van alle sneden in @. In IR' definiëren 


A NA 


we een optelling, een vermenigvuldiging en een ordening door: 
Is a = (Vi Wi), 8 = (Va ‚Wa )s dan is 

A+ = (Vit Va, Wit W2)s3 

a-B = (Vi V2, Wi Wa )3 

a SB ee Vi NW =Ddena FB; 
hierin is Vi+ Vaz {vit valvi @ Vi ‚va € Va}, enz. IR' blijkt 
hiermee een geordend commutatief lichaam te zijn; de deelver- 
zameling van IR' bestaande uit alle sneden (V‚W) met VN W# GO 
blijkt isomorf (t.o.v. +, …« en <) te zijn met Q. 
Men kan bewijzen dat IR en IR' isomorf (t.o.v. +, … en <) zijn. 
Afhankelijk van de wiskundige theorie waarin men werkt noemt men 
IR of IR' (of wellicht nog een andere, met IR en IR' isomorfe 
verzameling IR") het lichaam der reêle getallen. Aangezien men 
in IR en IR' (en IR")'op dezelfde wijze rekent" zijn de hiermee 
opgebouwde theorieen op notaties na identiek. 


% 
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In hoofdstuk II zullen we uitgaan van een axiomastelsel voor 
de reêle getallen dat de volgende eigenschappen heeft: zowel IR 
als elke met IR isomorfe IR" voldoet eraan (men zegt ook: zowel 
IR als IR" is hiervoor een model), en elke IR''die eraan voldoet 


Is isomorf met IR. 
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Hoofdstuk II. Rijen reêle getallen. 


65, 


(5.1) We 
4° 


8. 


yo 


Een axliomastelsel voor IR. 


gaan uit van een verzameling IR met de volgende eigenschappen: 


Er 


zijn twee bewerkingen in IR (d.w.z. afbeeldingen IR X IR > IR), 


genaamd optelling en vermenigvuldiging en aangegeven resp. 


met (a,b) > atb en (a;b) > ab (of ab), die voldoen aan: 


de 


lor 


[a 


Er 


er 


de commutatteve wetten: 


E atb = b+a 
(Yab IR) 4 U 
de associatieve wetten: 
E at(btce) = (atb)+c 
(Va,b,c IR) { albe) = (ab)e 


de distributieve wet: 

(Va,b,c E IR) albtc) = ab+ac. 

Er is een element 0 in IR waarvoor geldt (Va € IR)a+0 = a, 

en bij iedere a € IR is een element -a € IR met a+t(-a) = 0. 
In plaats van at(-b) schrijven we ook a-b (het ‘verschil! 

van a en b). | 

Er is een element 1 in IR, 1 # 0, waarvoor geldt | 
(Va € IR)a.1 = a, en bij iedere a € IR; a %0 is een element 
a! € IR (ook geschreven als 2) met a-ar! = 1, In plaats 

van a.s schrijven we ook = of a/b (het '"quotiënt' van a en b). 
bestaat een relatie S in IR ("kleiner dan!) die voldoet aan: 
Voor alle a,b € IR is precies één van de volgende uitspraken 
juaste 4 as he abs DRE. 

(Yasbye SE RjlaS<bä&bsSelasSsga, 


as<bata < b+e 
(a S<b&0sS<e ac S be. 


schrijven ook a > b in plaats van b < asen a Sb (of b>a) 


(Yabe BS IRJ 4 


plaats van (a Sb va = b). | 
bevat Q, de verzameling der rationale getallen, en de door 


op Q geïndugeerde optelling, vermenigvuldiging en relatie S 


vallen samen met de daar reeds aanwezige. 


Elke naar boven begrensde niet-lege deelverzameling van IR 


heeft een kleinste bovengrens, d.w.z.: 
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Is VC IR, V # ®, en is V naar boven begrensd (d.w.z. is er 
a € IR waarvoor geldt (Yx E V)x S a), dan is er s E IR (ge- 
naamd sup V, het supremum of de kleinste bovengrens van V) 


met a. (Vx € V)x Ss; b. (Ve > 0N(Ax E V)x > s-e. 


We noemen de elementen van IR reele getallen. 


(5.2) Uit (5.1) volgen véle andere bekende rekenregels. We geven vier 


voorbeelden: 

a. Voor alle a € IR is a°0 = 0. | 
Immers a-0 = a.(0+0) = a:0 + a-0 dus a.0 = 0. 

b. Voor elke a € IR is er precies êêén b € IR met atb = 0. 
Immers uit atb = 0 volgt (-a) + & + b = =a, dus O+tb = -a 
ofwel b = -a. 

c. Voor alle a,b € IR is (-a)(-b) = ab. 


Immers voor alle p‚q € IR is pq + (-p)q = (p-p)q = 0, dus 

(-p)q =-(pq); tweemaal toepassen van deze regel levert 

(-a)(-b) = -[al-b)l = -[-(ab)] = ab. 

Voor alle a€& IR is a° > 0, | 
Allereerst geldt 0° = 0 > 0. Is a > 0, dan is a° z ava >a-0=0;5 
is a < 0, dan is a-a < -a dus -a > 0, en er volgt dat 

(-a)(-a) > (-a)-0 ofwel a? > 0. ö 


ja 


(5.3) We definiëren een afbeelding x > [xl van IR in IR (absolute 
waarde) als volgt: |x| = max (x,-x). Blijkbaar is |x| = x als 


Xx 20 en [xl = -x als x <0. 


Stelling. Voor alle x,y € IR geldt: 
15 hele Da em el =O Sas 0 

25 Ixyl = Ix[ « |yl. 

35 [x+yl S [xl + |yl. 


Bewijs: 1° is direct duidelijk uit de definitie van |x|. 
2 Ie «> 0, yy <0, dan is xy <0, dus |eyl = y= x(-y) = 
= [xl « |y|; ga zelf de andere gevallen na. 38 Er geldt x.S |x|; 


-x S [xl en y S |yl, -y S |yl, dus x+y S [xl + |y| en -x-y S 


S|x| + |yl. Er volgt dat |x+tyl = max(x+ys-x=-y) S let & Iv). 








(5.4) 


(5.5) 


(5.6) 
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Opmerking. Bewi ai, zelf dat voor alle x,y € IK geldt: a. is y #0, 


dan is |É| = 5 …_Ix-yl > [Ixl - [yll. 


We geven nu enkele toepassingen van (5.1), u°. 


Stelling (Eudoxos-Archimedes). daj Asb SIR, a Sb > ús Dan 


is er n € IN met na > b. 


Bewijs: Veronderstel dat IN naar boven begrensd is. Volgens 
(5.1), 4Ì bestaat dan s = sup IN. Er is n € IN met n > s-1 

(neem in (5.1): e = 1), dus n+1 > s, hetgeen een tegenspraak 
levert (immers voor alle n € IN is n Ss). We concluderen dat 

IN niet naar boven begrensd is; 2 is dus geen bovengrens van IN: 
er 18 n SIN met.n > B ofwel na > b. 


Stelling. Tussen elk tweetal reële getallen ligt een rationaal 
getal: voor alle a,b € IR met a <b is er r € Q met a << r <b 

(Q ligt dicht in IR). 

Bewijs: Veronderstel eerst dat 0 <a <b, Er is NE IN met 

N(b-a) > 1, dus at S b. Noem no het he natuurlijke getal 
waarvoor geldt no- 7 > a. Dan is (ne-1):& S a dus nom S at < bs; 
er volgt dat r = Ne voldoet. | 

Is a $< 0 < b, dan voldoet r = 0. Is a <b< 0, dan is 0 < -b < -a; 


er is r € @ met -D <r<e-a, dus a < -r < Ds 


VC IR heet naar beneden begrensd indien er a € IR Is zó dat 


(YxE V)xP as a heet een ondergrens van V. 


stelling. Zij V C IR niet leeg en naar beneden begrensd. Dan 
heeft V een grootste ondergrens, d.w.z. dan is er pE IR (genaamd 
inf V, het infimum of de grootste en van Lj met &. 

(VxE V)x 2 pis b. (Ve > ONNA E V)x < D+E. | 
Bewijs: zij W= {-xlxE Vv}. Er is a € IR zó dat voor alle x € v 
geldt x > a, dus =x S -a. Er volgt dat W naar boven begrensd is; 
bovendien is W niet leeg. Noem Pp = sup W. Voor alle x € V is 

KG Ds dus x= =px bij slke Ee Pu de emt © V met -x e Ë, 

dus x S -pte. Er volgt dat -p = inf Vv. 


EB) 


(5.8) 


(59) 
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Intuïtief stelt elk punt op de getallenrechte een reëel getal 
voor. Deze gedachte kan als een mogelijke interpretatie van de 


volgende stelling gezien worden: 


Stelling (van Dedekind). Laten A en B deelverzamelingen van IR 
zijn met: a. A#D, B # 0; D. AUB e= IR; ce. (Va € A)(Yb € B) 
a $ b. Dan is er precies één c € IR waarvoor geldt: a <c > 
aEAenb2>c=>beEe B. | 

Bewijs: A is niet leeg en naar boven begrensd (ga na); noem 

c = sup A. Voor alle a € A geldt a Sc; uit be B, b < e zou 
volgen (da € A)b < a, tegenspraak, dus voor alle b € B geldt 

b > c. Ga na dat deze c voldoet. 

Laten nu zowel c als c!' voldoen, met e < c!. Noem d = Hete!). 
Uit d Sc! volgt d € As uit d >e volgt d € B. Volgens ec is nu 
d < d, tegenspraak. We concluderen dat er precies één c is met 


de genoemde eigenschappen. 


Notaties. Zij a,b € IR, a < b. Met [a,bl (een segment), (a,bl, 
[a,b) (half open intervallen), (a,b) (een interval), (-o,a), 
(Ca,te) (open halfrechten), (-o,al, [a‚te) (gesloten halfrechten) 
geven we aan de verzamelingen van alle x E IR waarvoor geldt 
fespua SH Dy dbs hans be Cas ES a, 
Xx Sa, Xa. In plaats van x <a en X>a schrijft men ook wel 
resp. =e S x SaenasSxsSt+e; in plaats van te schrijft men 


ook oo, 


Opmerkingen. 

1. In het bewijs van (5.5) gebruikten we: ledere niet-lege ver- 
zameling natuurlijke getallen bevat een kleinste getal. M.b.v. 
volledige inductie geven we van deze uitspraak een bewijs uit 
het ongerijmde: | | je 
Zij VC IN, V #0; stel V bevat geen kleinste element. Zij W 
de verzameling van alle ondergrenzen van V, d.w.z. 

W= {nEiIN|(vpEV)p Pen}. Er geldt: | 
ie 1 1e het kleinste element van IN; er volgt dat 1 E W. 


je 


Is n € W‚ dan is ook n+1 € W: uit n+1 É W zou volgen dat 
er pE Vis met ps nti, dus p < n, waaruit volgt dat p het 


kleinste element van V is, tegenspraak. 
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Uit 1° en 2° volgt dat W = IN, dus V = ® (ga na!), tegenspraak. 
2. In Q geldt geen analogon van (5.1),4®. Als voorbeeld beschouwen 

we A= {r € @lr? < 2}. A is niet leeg en naar boven begrensd 

(ga na), maar A heeft in in @ geen kleinste bovengrens, hetgeen 

we aantonen via een bewijs uit het ongerijmde: 

stel s € Q is de kleinste bovengrens van A; s > 0 (want 1 € A), 

Schrijf s als onvereenvoudigbare breuk: s = g met psa S IN. 

Uit s° = 2 zou volgen p* = Zas dus p° ie even, dus p is even: 

stel p = 2n (met n € IN). Dan is Un? = 2q?, dus q? = 2n?; er 

volgt dat q even is, tegenspraak (waarom?). 

ee nainee anon dat s° <2, vi 2e > 1. Er is n € IN zó dat 

n > A1). Noem r = (e)s: dan geldt r € @, r > s, en 

r? Ze Aje’ S (1 + os <t s7 Ss dy dus f 5 À, 

tegenspraak. Op analoge ae leidt de veronderstelling s? > 2 


tot een tegenspraak. 
56. Limieten. 


(6.1) Definities. | 
a. Een pij in IR is een afbeelding a : IN > IR. In plaats van 
aln) schrijven we ook an, en in plaats van a schrijven we ook 
Can) of a1sa2sa3s... . De getallen an heten de termen van de 
te, 
b. Zij À € IR. Een rij a in IR heet convergent met. limiet A, in 
formule: 


lim an = À, 
noo 


indien bij iedere e > 0 een NE IN bestaat zó dat voor atie. 
n > N geldt lan=Al < e. In logische symbolen: indien 

(Ve > O)(IN E IN) (Yn > N)lan-Al Se. | 
(Merk op dat 'n 2 N' en "S Ee" equivalente uitspraken leveren). 


Een rij a in IR heet begrensd indien lanln € IN}begrensd (d.w.z. 


Ke) 


zowel naar beneden als naar boven begrensd) is. 


(6.2) atallang. Een convergente rij is begrensd. 


4 
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Bewijs: is lim an = A; dan is er NE IN zó dat voor alle n > N 
noo | 


geldt |an-Al < 1 dus |lanl = |lanp-A) + A| S Ee + [Al < 1+lAl. 
Noem M = max (|a,l,la2l,.--,lagl»1+|A|); voor alle n € IN geldt 


nu |lanl SM. 


Voorbeelden. 

1, Een constante wij AsAgAsaer heeft Limiet A, 

2. De pij 1,2,3,-.: (gedefinieerd door an=n) heeft geen limiet, 
aangezien hij niet begrensd is (vgl. (6.2)). 

Br He Pl kilts (gedefinieerd door an = (-1)P*Ì) is be- 
grensd maar niet convergent: voor een limiet A zou gelden 
IA-1l < 4, dus A > 3, èn |A+1| < 4, dus A < -5. 

2 
. n +Í es 1e ° . abel en 3 < 3 << . ER. 
U, Ee Ee == 5e hier 18 lan hj = Done t) Dn 1) € Indien 
3 ï 
Tl 
n > z(5et1). 


Zijn a en b rijen in IR, dan definiëren we de rijen atb en a-b 
door (atb)(n) = aln) + bn), (a-b)(n) = aln)b(n) en, mits 
(Yn € IN)b(n) # 0, de rij = door Gn) = a. 
Stelling. Zijn a en b convergente rijen in IR met limieten resp. 
\ en u, dan geldt: | 
a. atb is convergent, met limiet A+us 
b. ab is convergent, met limiet Aus 
c. Is (Yn ES IN)bg # 0 en nú # 0, dan is 5 convergent met limiet a 
Bewijs: a. Zij e > 0. Er is Ni € IN zó dat (Yn > N‚)fan-Al < des 
en er is Na E IN zó dat (Vn > N‚)lby-ul < Ze. Noem N = max (Ni ‚Na ). 
Voor alle n > N is nu 

Cantbn) — O+w)l S lan-Al + |bnrul < detde= €. 

b. Volgens (6.2) is er M > 0 zó dat (Yn € IN)|bn| SM. 

Zij € > 0. Er is N, € IN zó dat (Yn > N,)lan=Al < zj en er Ïs 
N, € IN zó dat (Yn > N,) [bo vul SED: Noem N = max (Ni »N2); 
voor alle n > N is 

lanPn — Aul = lanPn — Ab 


ad A AR 5 


A 


Ee 
br llan=Al + Dllboeul <M-5g + Dl 


2CJAT+1) 


SG Es 


(6.5) 


(6.6) 


(6,7) 
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c. We bewijzen eerst dat lim e = En zij € > 0. Er is 
noo n H 
N, € IN zó dat voor alle n > Ns geldt |bro-ul < 3lul, dus 


ul-lbol S [u-bnl < Zlul, dus [bnl > Alul. Er is Ni € IN zó 


dat voor alle n > Na geldt |bn-ul < teu? . Voor alle n > max (Ni ‚Nz) 


LS: u Ib | DE: 
zl 1 nk SEU 
omrnmen an = = nn 
bn HS Talla < Tul: Ta 
sn en de 
Verder is lim = lim an * lim Ek 


Opmerking. Uit b volgt: is a een rij in IR met limiet \ en Üe: 


c € IR, dan is de rij ca, gedefinieerd door Cca)(n) = can), 


_convergent met limiet c)A. 


We herinneren nog even aan de volgende, in Inf. (= Infinitesimaal- 


rekening) (1.13) t/m (1.15) bewezen formules: 


a. Voor alle r € IR met |rl < 1 is limrù = 0. 
8 | mare 
b. Voor alle a € IR met a > 0 is lim Va = 1. 
n noo 
Sa Ll An =d 
nn 
Eveneens herinneren we nog aan de “insluitstelling": zijn a,b,c 


rijen in IR waarvoor geldt 
(IN E IN)(Yn > Nan S bn S 8 


LEPWIJL 1m an = Lim en = A, dan is lim Drs kk (vale Imf.sabb.tslbde 
noo no noo 


Opmerking. In (13.6) bewijzen we het bestaan, voor elke a € IR, 


n 
a 0, van v/a. 


Opmerking. In plaats van lim An schrijven we wel, als geen mis- 
‘ Ns 
verstand mogelijk is, lim an; in plaats van lim an = À sehrijven 


we wel an * À (n >) of zelfs an > A. 


stelling. Laten a en b rijen in IR zijn met an > A, bn > us. 
(Yn E IN)a, S Bas Dan is A < u. | ‘ | 
Bewijs: veronderstel dat 2 is dan de d = Ute met e = Au > 0. 
Er is NE IN zó dat voor alle n > N geldt ak S ze en 

bo-ul < de (teken de getallenrechte met Ans bnsAsul), dus 

an + Ante = utie > bn» tegenspraak. | 





(6.9) 
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Opmerking. Uit an * A, bo > Us (Yn € IN)an S bn volgt niet dat 


\ S u. Voorbeeld: 4, = nd Dn Sed = Ms 

Zij & sen ij An IR: Een deelpij van à ds een Paj Db met de 
volgende eigenschap: er is een ò : IN > IN zó dat b(n) > $(m) 
voor alle n‚m € IN met n > m, en (Yn € IN)b, = A(n) 
Stelling. a convergeert met limiet A * elke deelrij van a 
convergeert met limiet À. | 

BEWLJSt Ae 3 we bewijzen eerst m.b.v. volledige inductie dat 
(Yn E IN)$(n) 2 n: si (1) E IN, dus (1) > de. uit dln) 2 n 
volgt dat d(n+1) > dln) 2 n, dus d(n+1) > n ofwel d(n+1) > n+1. 
Zij e>0. Er is IN € IN zó dat voor alle n > N geldt |lan-l Se; 
dus ook |bn-Al = lens kl < € (wegens dln) > n). 


b. S : dit volgt uit het feit dat a een deelrij van a is. 


Als moeilijker voorbeeld van het rekenen met limieten vermelden 





we: 
| 
| | dAn+1 
Stelling. Is (Yn € IN)an, > 0 en geldt es dan Beld 
Va B Ais 
Bewijs: zij e > 0. Veronderstel eerst dat À > e. Er is NE IN 
| a 
zó dat voor alle n > N geldt | es Al S 5E dus 
À = ZE EE dà ZE 3 E 
Sn 
wegens 
EE eN 
n dn-1 An-2 | En AN N 
geldt voor alle n 2 N+1 
(A -— Je) A dn SS (A + leje an 


die bewijzen met behulp, van goede inductie) dus 4 
Jar a ken 
Pn ee OA €) si Loes) B < (Atde) . Lonen = An 


Volgens (6.5), b is pn * Aje en qn * Atje (n >»); er is dus 
N, € IN zó dat voor alle n > N, geldt 

Pm >= (A-de)l < de en lan — (Atte) 
dus _ 


Pa AE ED di SATE, 


zy 
ú 


(6.10) 


dalend indien voor alle n EN geldt An+1 2 An resp. an441 Sa 
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Voor alle n > max (N ‚N1) is dus 
| Ee | 

ASE SP Kva S A SAFE 
| n n 
dus ar -a| SB (EE, | 
Is A = 0, dan volgt (**) door in het bovenstaande bewijs A-de 
en A=e te vervangen door 0. 
Is 0 $ A Se, dan kiezen we e! E IR zó dat 0 <e' < À; er volgt 
dât er NE IN is zó dat (Yn >_N | Var=| SE Se (gli (Ae), 


Definitie. De rij a in IRheet monotoon stijgend resp. monotoon 


Ti 
an Î: A betekent: a is monotoon stijgend en convergent met 
limiet A. Analoge betekenis van an } A. 


“Monotoon!' betekent: monotoon stijgend of monotoon dalend. 


stelling. Een begrensde monotone rij in IR is convergent. 
Bewijs: veronderstel dat a monotoon stijgend is. Noem. 
A= sup{ar|n EINE, Zij ® > 0é er is no E IN met ans > \-Ee, 
en voor alle n > no geldt 

A\-Ee S Ano S B S A SS Ate 
dus la —A| SE EP volgt dat an Î A. 


Analoog bewijs voor het geval dat a monotoon dalend is. 
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Opgaven: 


1. Bewijs dat voor alle a,b,c,d € IR geldt: 
Ci) jal = al. 
(ii) -aSbSa®lpl S as 


(iii) |a-bl > |lal - |bl|; he 
(iv) als b #0 dan is [5 w Tbr 
+ |b-dl] 


(v) |la-bl -— le-dll S |la-cl 


2. A is een niet-lege begrensde deelverzameling van IR. 


Bewijs: inf A S< sup A. 


3. V is een begrensde deelverzameling van IR en d # WC V. 


Bewijs: inf VS inf WS sup WS sup V. 


U, V en W zijn begrensde deelverzamelingen van IRS a © AR: 
We definiëren: | 
atV = {atxlx € V} 


aVv = {axlx € Vv} 

VeW = {x+ylx E V & y € w} 

Bewijs: 

(1) suplatV) = atsup V en inf(atV) = atinf Vs; 

(ii) als a 0 dan ies sup aV = a sup Ven inf af = a inf V: 
(iii) als a <0 dan is sup aV = a inf V en inf aV = a sup V; 


(iv) sup(V+W) = sup V + sup Wen inf(V+W) = inf V + inf W. 


5. Van een deelverzameling A van Q is gegeven 
(Ve > O)(Yr E Q)(da E A)la-rl Se. 
Bewijs dat A dicht ligt in IR. 


be Aij A= {xs Ries vx <2} ex b= R\Á. 
Bewijs: | 
(1) er is a € IR met de eigenschappen 
X Sa>xeEAÀenxPa>xeE B; 


(ii) a? = 2 -Lval. (8.9) voorbeeld 2), 


10. 


liel 


1. 


13. 
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Bewijs: 

(i) er bestaat een positief reëel getal a dat niet ratio- 
naal is; 

(12) OÙ Tiet dioht in IR: 

(iii) aQ NQ = {0}; 


(iv) de irrationale getallen liggen dicht in IR. 


Zij a © IR, Bewijs: 
{Ve => 0) Jal Sel >a = 0. 


Laat A Sén Bij an R zijn. Bewijs: 

Ci) lim an > 0 > (JN)(Yn > N) an > 0, 
geef een voorbeeld waaruit blijkt dat de omgekeerde 
implicatie niet juist iss; 

bd Lm SAS EN lat els 
geef een voorbeeld waaruit blijkt dat de omgekeerde 
implicatie niet juist is; | 

GEEL LEMA SO Lim ets Üs 

Laten a,b,c rijen in IR zijn. Bewijs: 

CIN) (Yn 2 N) an S bn S en 

lim an = lim en = X koe 

Laat a een begrensde rij in IR zijn en b een MUlELj Ads. 


lim bn = 0). Bewijs dat ab een nulrij is. 


Zij a een rij in IR met lim an = À > 0 en (Yn € IN) an > 0. 

Zij PE IN en r € Q. Bewijs: 

(i) bij iedere e > 0 is er ei met O0 <e, Se zodanig dat 
os PR-erP < A S (Oke IP: 


p 
(ii) lim /an = /As 
Cal) Mat zl N 


n 


Bewijs dat een rij reêle getallen ten hoogste één limiet 


heeft. 


14. 


15. 


16, 


Ere 


18. 


ks 
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Zij a een rPij in IR. Bewijs: 


(Rh lim lansen) sk lime = is 
(ii) lim an = A > lim SS Seer Pen ea, 


Zij a een rij in IR met lim an = À > 0 en (Yn € IN) an > 0. 


n 
Noem pn = Il a. Bewijs 
k=1 


(1) lim p, > 0 liman = 15 
(ii) lim Jor Ss A 
Bepaal in ieder van de volgende gevallen een natuurlijk 
getal N met de eigenschap dat voor alle natuurlijke ge- 
tallen n 2 N geldt: 

k Zn + nù — 3 
Ca) 1,9 En nn 
CiÂ) on Amt Am 10°: 

ein de aai. 
(iii) (1 + —-) en TE 

10n 
(iv) 1,012 > n°; 
(v) [n?+1i - n < 0,001; 
(vi) (1 + )P < 1,001. 
aanwijzing: bewijs eerst de ongelijkheden 


_1+ta S (1-a)"! als a <1 en (1+a)l > 1+tna als a > -1. 


Bewijs rechtstreeks uit de definitie: 





es 
Ci) lim 5 OE 
3 
CAR Me 55 
dr tons | 
(iiÌ) voor alle a € IR met |lal < 1 en alle kE IN is 
Lim ma =d. | 


Bewijs: | 5 
(i) als a > 0 dán is lim {a = 14 


(ii) lim /n = 1. 


De rij b heet omschikking van de rij a als er een bijectieve 
afbeelding dò : IN > IN bestaat zodanig dat voor alle n € IN 


geldt bj = A(n)’ Bewijs dat onder deze veronderstellingen 
geldt: lim dn == A * limb, = A: 


LE 
® 


df 
ng Ai 5 En in 
ú we Rh Ee he ER A 
Enk, nn A nk erin 4 
Ee ee y | 


een 


rig ennn in ged 
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20. Van de rijen reële getallen a en b is gegeven dat voor alle 
n € IN geldt: | 
an S an44” Da ” Daa4 en dn =D | 
Bewijs dat beide rijen begrensd zijn en dat 

sup {anln € IN} Sinf {byln € IN}. 


21. De rij a is gegeven door a, = 1 en An = An-4 + ar voor. n > 1. 
Bewijs: | 
(1) voor alle n € IN is di < 2-5; 


(ii) de prij a is convergent. 


22. Bewijs dat er bij ieder positief reêel getal b een positief 


reêel getal c bestaat met c? = b. 
Definieer daartoe de rij a door a, = h > 0 en 
(Yn E IN) An+1 * lant 2) en bewijs achtereenvolgens: 


(ij) dae] voor allen mi; 


(ii) a? > b voor alle n > 2; 


n 
Cl dj S ä, voor alle n > 25 
(iv) de rij a is convergent en (lim An)? = b. 


Merk op dat lim an niet afhangt van h (mits positief). 


23. De rij a is gegeven door a, = h > 0 en an+1 5 Yäp*6 voor 
alle n € IN. 
Bewijs de convergentie van a en bereken lim an. 
(onderscheid de gevallen h <3 en h>3). 
2 
| 24, De rij a is gegeven door a, = 2 en An+1 5 En voor alle 
Î n € IN. 5 
| Bewijs: lima, = 3. 
25. De rij a is gegeven door a, = h en dt S Tan =O voor alle 
n Ee IN, 


Bewijs dat deze rij voor iedere waarde van h convergent is 


en bereken de limiets onderscheid voor h verschillende ge- 


vallen. 








20, 
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Zij V een niet-lege naar boven begrensde deelverzameling 
van IR. 


Zij A= {xEIR|[(AvE V)v > x} en B= {x € IR|(Yv € V)v S x}. 


Bewijs: Ì ‘ 

(1) er is c € IR met (Ve > O)lc-e E A & cte E B]; 

(ii) e= sup V5 

(iii) de '"sup-stelling" ((5.A)UP) îs equivalent met de 
stelling van Dedekind (5.7). 
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67. Volledigheid van IR. 


(7.1) Definitie. Een rij a in IR heet een Cauchy-rij (of fundamentaal- 
rij) indien bij iedere e > 0 een NE IN is zó dat voor alle 
nm > N geldt lana) S E‚ in symbolen: indien 
(Ve > OAN E IN) (Vn, m > N)la =anl Se 
Of, hiermee equivalent: 


CUE 2 DINE MIC 2 NVD 20) aren 


< e. 

(7.2) Stelling. Een convergente rij is een Cauchy-rij. 
Bewijs: zij an * A; en zij € > 0. Er is NE IN zó dat voor alle 
n > N geldt: lan -Al < de. Voor alle n‚m > N geldt nu 


laj-al S janAl+ lap=Al S de + de ze. 


(7.3) Stelling. Een Cauchy-rij is begrensd. 
Bewijs: zij a een Cauchy-rij in IR. Er is NE IN zó dat voor 
alle n‚m 2 N geldt: jaal S 1; voor alle n > N geldt dus 
la! < la, -anl + lan! <1 + |layl- Noem 
M s max (|a:l,la2 |,...,lan-4 |. 1+tlanl). 
Voor alle n € IN geldt nu |a,|l SM. 


(7,4) We gaan bewijzen dat iedere Cauchy-rij in IR convergent is. 
Daartòe bewijzen we eerst enige stellingen die op zichzelf DOK, 


van belang Ze, 


Sterling (neststeilingde nij sr 95 SE Dare see idalende wij 
(“nest'') segmenten met Isl > 0 (waarin |Sj| de lengte van Sn En 


Dan bestaat n SA uit precies Één punt. 


nat | 
Bewijs: is Sj = Lansbnls dan is Sed monotoon Sri eend en begrensd 
(immers voor alle n is a: San S an41 S bar S Dis terwijl (bn) 
monotòon dalend en begrensd is. Volgens (6.10) bestaan A en u 
met an Î A, bn YJ us uit Sel & bn-an > 0 volgt dat Ae ts m 
Uit (Vn € IN)a, S$ A SS bn volgt dat A € Nn Sn- Geldt sok APE MSas 
| | eN, n=1 n=1 
dan, geldt (Yn € IN) [AA] S bor 5 limietovergang n > @ (met 


gebruikmaking van (6.7)) levert A = A". 
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(7.5) Definitie. Zij V C IR. Een verdichtingspunt van V is een D Ee IR 
m waarvoor geldt: | | | 
(Ve > 0)(Ax E VO < |x-pl Se. 


Stelling. Zij V CG IR; zij p € IR verdichtingspunt van V. Dan 
zijn er bij iedere € > 0 oneindig veel x € V met |x-pl <e. 


Bewijs: stel er is e > 0 zó dat er slechts eindig veel x € V, 





Zeg Xi sXasesssXns Zijn met |x-pl Se. Noem d = min{lx.-pl|1SkSn 


en Xk f p}. Er is nu geen x € V met 0 < |x-pl < d; tegenspraak. 


deelverzameling van IR heeft een verdichtingspunt. 


Bewijs: zij V C IR begrensd en oneindig; er is ME IR zó dat 





Vv C [-M‚+M]. Definieer S, = [ -M‚+M[. Minstens Één van de seg- 
menten [-M‚0] en [0,+M] bevat oneindig veel punten van V; noem 
dit S3. Halveer S2 5 minstens Één van de helften van Sz bevat 
oneindig veel punten van V5 noem deze S3. We ‘construeren zo een 
nest Si > S2 2 S3 2 .….. met [Sl = IM (te bewijzen m.b.v. 
volledige inductie), dus |S,| *0. ioleens (7.U) is er A E IR 


met À € MS. We bewijzen dat A verdichtingspunt van V is: 
| nst 

Zij € > 0. Kies n € IN zó dat Ly 

Sn C (A-e,hte). Aangezien S, oneindig veel punten van V bevat, 


is er zeker x € V met A-e < x < Ate en x # A, ofwel O0 < |x-Al Se. 





MS Es uit A © Be volgt nu 


(7.7) Stelling. Iedere Cauchy-rij in IR is convergent. 

E Bewijs: zij a een Cauchy-rij in IR; noem A = {anln € IN}. Volgens 
(7.3) is A begrensd. Is A een eindige verzameling, dan is er 
\ € IR zó dat an = A voor oneindig veel n. Is A oneindig, dan 
heeft A volgens (7.6) een verdichtingspunt \. In beide gevallen 
zijn er Dij ledere e > 0 oneindig veel n zó dat lan=Al < e (vgl. 
Cleir | 
Zij nu e > 0. Er is Nj € IN met (Yn‚m > N,)|a,-aml < e/2; er is 
N > N, zó dat |ay-A| < e/2. Voor alle n > N geldt 

lan=Al = |lanrantanrAl S lanvanl + lay-Al < e/2 + e/2 = €. 

We concluderen dat an > A. 
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Opmerking. Laatstgenoemde stelling wordt wel de limietstelling 
van Cauchy genoemd. Men formuleert de stelling ook als volgt: 


IR is volledig. Q is niet volledig; zie de opgaven. 


88. De symbolen —v en +o, 


(8.1) In het volgende gebruiken we de symbolen +e (ook geschreven als ») 
| en -® (vgl. (5.8); we definiëren hiervoor de volgende uitspraken: 


a. Is VC IR, V fd, dan betekent sup V = to: V is niet naar boven 
begrensd, d.w.z. | 


(Va € R)(Ix € V)x >a. | 
Analoog betekent inf V = -o: V is niet naar beneden begrensd, 
lea, 

(Ya E IR)(Ax E V)x <a. 


Voor elke niet-lege deelverzameling V van IR geldt nu: 


sup V € IR of sup V = te, en inf V E IR of inf V = -o, 
b. Is a een rij in IR, dan betekent lim an = +: 
noo 


(YM € IR)(IN E IN) (Yn > Nan > M. 


Analoog betekent lima), = -©: 
noo 


(YM E IR)(IN E IN) (Yn > Nan SM. 
Vel. Inf. (2.47). 


De symbolen +e en -® stellen geen reële getallen voor. Er kan ook 
niet mee gerekend worden als met reële getallen; er is bijvoor=- 
beeld geen zinvolle definitie te geven van de uitdrukkingen 

(+o) + (-o) en O-(+ew). Men zegt daarom wel dat de in b genoemde 


rijen een oneigenlijke limiet hebben. 


Merk op dat een rij met een oneigenlijke limiet niet begrensd is 
(vgl. (6.2)). 

In verband met de formulering van sommige uitspraken blijkt het 
handig te zijn de ordening op IR voort te zetten tot IR U [-o,‚ to}, 


We definièren daartoe: voor alle a € IR is -»® <a < +o, VEL. €58). 


(82) Een uitbreiding van (6.7) is: 





AE DOEL NE De RA Eken a EAA er ONE PE NE ren EME En OER BE MEP JE Deen hon nl Erpe nde ha 





‚h) 


Teen en ee een eee er en ee ele gen eenn ren en eenen em et ee ee ee he eren & ee tege aen ek en eeen ee ee De deer ee Gn dn aje en 
nne REE & Ss 7 ee U 5 Ne ms Li Ean EN 5 Ee, En = 
» 
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Stelling. Laten aen b rijen in IR zijn met an * As bm * Ws 
waarbij zowel À als u een reéel getal of een der symbolen —o0 , 

to is. Is (Vn E INlan S bn, dan is A S u. 

Bewijs: voor A E IR, uE IR: zie (6.7). Aangezien voor alle 

a € IR U {-o,+o}geldt -»® Sa Ss tw valt er voor A = -v Of U = + 
niets te bewijzen. | 

Stel nu À = to, Dan is er bij elke ME IR een NE IN zó dat voor 
alle n > N geldt an eN Bus De a > M; er volgt dat b, * te 
dus u = +oe, dus A = u. 

Op analoge wijze volgt uit py = =® dat À = -w, dus À = U. 


Een uitbreiding van (6.10) is: 


Stelling. Een monotone rij is convergent of heeft een oneigenlijke 
limiet. | 

Bewijs: zij a een monotoon stijgende rij in IR. Is a begrensd, 

dan is hij volgens (6.10) convergent. Is a niet begrensd, dan is 
hij niet naar boven begrensd (aangezien hij wel naar beneden be= 
grensd is; ga na); bij elke p € IR is er dus NE IN met ay > p. 
Weep alie te NgSslet a, dre Ps ep volgt dat a, >te, 

Analoog bewijs voor het geval dat a monotoon dalend is. 


Ter verkrijging van een beknopte formulering voeren we nog enkele 


nieuwe begrippen in. 


Definities. | 
äa.-Zij P(n) een uitspraak over het natuurlijke. getal n. 


“P(n) geldt op den daur (o.d.d.)'" betekent: 
(IN E IN)(Yn > N)P(n). | 


b. Z1j A € IR. Een omgeving van A is een interval van de vorm 
_ (A-e,Ate) (waarin € E IR, € > 0). OO En 
c. Een omgeving van =® is een interval (-ev,a), een omgeving van +oo 


is een interval (a,to) (waarin a € IR). 





(3.1) 


(42) 


(9.3) 


IN 
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Uit (Bids Ben (8,1), b volgt nu: 


Stelling. Zij A € IR U {-e‚to}; zij a een rij in IR. Dan geldt: 


lim an = À > voor elke omgeving U van geldt O.d.d, ap S U, 


89, Limietpunten. 


Voor het onderzoek van rijen zonder (reële of oneigenlijke) 


limiet voeren we een nieuw begrip in: 


Definftie. Zij a een rij in IR, 'À € IR U{-o,te}, A heet Timiet- 
punt van a indien bij iedere omgeving U van oneindig veel n 


zijn met an © U. 


Opmerkingen. 


1. Ga na: 


to is limietpúnt van a * a is niet naar boven begrensd. 

=@ is limietpunt van a * a is niet naar beneden begrensd. 
Een reêel limietpunt van een rij a is niet noodzakelijk ver- 
dichtingspunt van A = {ajln € IN}. Zo heeft de rij a: 

tlg lstia lass (miet An = (-1)P+1) limietpunten +1 en -1, 
maar de eindige verzameling A = {-1,+1} heeft geen ver- 
diehtingspunt. 

Wel geldt: elk verdichtingspunt van A is limietpunt van a; 


ga na. 


Ker, 


Geldt a, > A, dan is A het enige limietpunt van a. Is 
namelijk A! # A, dan zijn er omgevingen U en V van resp. 
A en A! met U NV = Û; er is NE IN zó dat voor alle n > N 


geldt an € U, dus an Ev. 


Stelling. Elke rij in IR heeft minstens één limietpunt. 

Bewijs: is de rij a niet naar boven of niet naar beneden be- 
grensd, dan is te resp. -® limietpunt van a. Veronderstel nu dat 
a begrensd is; noem A = {ann € IN}. Is A eindig, dan is er 

\ € IR zó dat voor oneindig veel n geldt dn S A5 is dan 
limietpunt van a. Is A oneindig, dan heeft A volgens (7.6) een 


verdichtingspunt A; volgens (9.2), 2 is À limietpunt van a. 





| 
on 


9.6) 
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Stelling. Zij a een pij in IR, À € IR U {-o,+te}., Dan geldt: 

An ” A ® A is het enige limietpunt van a. 

Bewijs: > is bewezen In (9,2), à. 

* : zij U een omgeving van À. Stel er zijn oneindig veel n met 
an ES U, Construeer als volgt een deelrij ld van a: kies 
zó dat d(2) > b(1) en 
He E U, enz. 
Volgens (9.3) heeft de rij Caan)” een limietpunt us ga na.dat 


A(1) zó dat A01) É U; vervolgens 2002) 


2p(2) Ed U; dan 20(3) zó dat …(3) >b(2) en a 


u limietpunt van a is, terwijl u f A5 tegenspraak. 
We concluderen dat woor ledere U geldtso.d.d, a, SU, dus an * A. 
Is de rij a niet naar boven begrensd, dan is +e het grootste 
limietpunt van de rij; is a niet naar beneden begrensd, dan is 
- het kleinste limietpunt van de rij. In het volgende bewijzen 
we dat elke rij een grootste en een kleinste limietpunt heeft 
(zie (9.7)). | 


Stelling. Zij a een rij in IR, en A € IR. Dan gèldt: 
a. À is het grootste limietpunt van ‘a ® 
® bij iedere e > 0 zijn er oneindig veel n met an > \-e en 


hoogstens eindig veel n met an > Ate. 


lo 


\ 1s het kleinste limietpunt van a © 

® bij iedere e > 0 zijn er oneindig veel n met an < Ate en 
hoogstens eindig veel n met dn A+E. | 

Bewijs: a. > : bij iedere e > 0 zijn er oneindig veel n met 

A\=e S a S Ate, Stel er zijn oneindig veel n met an > Ate. Als 
in het bewijs van (9.4) volgt dan dat a een limietpunt u met 

u > A heeft; tegenspraak. 

= : zij e > 0. De verzameling P = {n € IN Ja, > A\=e} is oneindig; 
er zijn hoogstens eindig veel n € P met an > Ate. We conclu- 
deren dat er oneindig veel a zijn met A= Ba Ate, dus XA 
is limietpunt van a. Is u limietpunt van a, met u > A,.dan 
zijn er oneindig veel n met an > u- zur A) == A + Flu) 
tegenspraak. 


b. Wordt op analoge wijze bewezen; doe dit zelf. 





(9.8) 


(9.9) 
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(9.7) Stelling. Elke rij a in IR heeft een grootste limietpunt À en 


een kleinste limietpunt us bovendien geldt: 


is À € IR, dan is A = lim sup lay | k > n}; 


noo 
18 WS Rs dan de Hs lim aat {ax |k > n}. 
> 
Bewijs: | en 
a. Is a niet naar boven begrensd, dan is +te het grootste 


|v 


|o 


limietpunt van a; is a niet naar beneden begrensd, dan is 

=> het kleinste limietpunt van a. | 
Veronderstel dat a naar boven begrensd is; definieer de rij b 
door bn = sup faylk > n}. Voor alle n € IN geldt 

laglk > n+1} C lajlk > n}, dus bo44 S bns volgens (8.3) heeft 
de rij (bn) een (reële of oneigenlijke) limiet A. 

Is A = =@, dan is er bij elke p € IR een NE IN zó dat 

(Vn > Nb, S ps dus (Yn > Nan < ps er volgt dat an ” - 
(wel. (oh 

Stel nu À € IR; zij e > 0. Er is NE IN zó dat (Yn > N) 

A-e S bn S Ate. Voor alle n > N is an Sb, < Ate, dus er 

zijn hoogstens eindig veel n met an © Ate. Stel er zijn 
hoogstens eindig veel n met an > A-e. Dan is er Ni E IN 

zó dat (Vn > Ni)lan S A-e, dus (Vn > Ni)bn S A-e (ga na)s 
CENTER 18 DS As tegenspraak. | 

Pas nu (9.6), a toe. | 


Volgens a en b heeft de rij -a een grootste timietpunt 053 


er volgt met (9.6) dat a een kleinste limietpunt u = =O 
heeft. Is bovendien u € IR, dan geldt volgens a en b 
u = =0 = -lim sup {-ajlk > n} = lim inf {aylk > n} 

noo noo 


(vgl. het bewijs van (5.6)). 


Notaties. Het grootste limietpunt van een rij a in IR geven we 


aan met limsup an, het kleinste limietpunt met liminf an. In 


plaats van limsup schrijft men ook lim of 1liìmsup, en in plaats 


van liminf schrijft men ook lim of liminf. 


n => oo 


n > oc 


Een onmiddellijk gevolg van (9.4) is: 


Stelling. an ” A * liminf an = limsup an = À (waarin 
\ € IR U {-o,+o}). | 





ee vn eenn dee 
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Opgaven: 
27. Zij V een niet-lege naar boven begrensde deelverzameling 


28, 


29, 


van IK Construeer de pijen a en bals volgt: 


Kies ai zó dat a1 geen bovengrens van V is (ga na dat zo'n 


getal bestaat), neem voor bi een bovengrens van V en definieer 


verder inductief: 


als z(antbn) geen bovengrens is dan an44* slab en b b 


n+1” *n 
als (antbn) bovengrens is dan an+1 = an en bn+4= Zlantbn). 
Bewijs: 

(a) voor alle n #0 is 


D+1 | | 
0 < An+1 Ee dn SS 2 Ab, - ai )s 


OS De nd S 2 N(bi- ai )5 


(2i) aen b zijn Cauchy-rijens; 


en aAn+1 = 2 Albe ai). 


(iii) lima, = lim bn = sup V; 


(iv) uit de limietstelling van Cauchy (7.7) volgt de 
Vsup-stelling'" (5.1)4°); 


{vi de stellingen (5,124), €8,7)s C6-10), (7,WI, €76) en 


(7.7) zijn equivalent (gebruik opgave 26). 


We construeren een Cauchy-rij in Q die geen rationale limiet 


heeft; daarmee is dan bewezen dat Q niet volledig is. 


Zij a gegeven door a,= 1 en an+41 = an + Gt voor alle n € IN. 
Bewijs: Ee 
(1) voor alle n > 3 i ee 

| ae LS dn > A5 (5) 3 

(toon hiertoe eerst aan: (Yn € IN)(n+1)! > 20); 


d 


El Men ' 
n REEDE 


(il) voor alle mp & IN ís 0 An+p 


(iii) a is een Cauchy-rij in Q; 


Kl als lim an = À dan is voor alle n € IN 


28. 1 
7 mame, < mn 8 e 

0 S A-a, 12 (n+1) 
(v) als \ € Q dan is er n € IN met (A-an)-n! E IN; 


(vi) A&O. 


Bewijs dat Q niet volledig is met behulp van de rij uit 


opgave 22 (neem bijv. h = 1 en b= 2). 
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30. Een gesloten blok in IR < IR is een verzameling 
V = (CErsladlar = Ei S bi & aa S E2 S Da}. 
Van een rij gesloten blokken is gegeven dat voor alle n 
geldt V_sj C Vv, en dat lim Sn = 0, waarbij Sn de omtrek is 
van Vn | 
Bewijs: a 
er is een p € IR Xx IR zo dat A Vr = kp. | î 
n=1 | 
31. Bepaal de verdichtingspunten van onderstaande verzamelingen 
en van hun complement. 
(ij) Va SAS RIO S bn Ei: 
(ii) Va = {x € RIO < Isl < 1 vx= 2}: 
(iii) Va = {mtalm,n € IN}; 
Civ) Va = {2lm‚n € IN} 


32. V is een deelverzameling van IR en V' is de verzameling van 
de verdichtingspunten van V. 
Bewijs: als a verdichtingspunt is van V' dan a € Vv! 

33. V is een niet- lege naar boven begrensde deelverzameling van IR. 
Bewijs: als sup V & V dan is sup V verdichtingspunt van V. 
Geef een voorbeeld van een verzameling V waarvoor geldt dat 


Sup V geen verdichtingspunt van V is. 


34. Een begrensde deelverzameling V van IR is dan en slechts dan 
eindig als V de eigenschap heeft dat er bij iedere a € IR 
eef Ea” Û is Zodanig dat voor hoogstens eindig veel v € Vv 
geldt |a- -=v| < Es 


Bewijs dit. 
35. De rij a is gegeven door ai1= h en aAn+4 = ZaÂ + 2 voor alle 
n EE IN. 
E Bewijs: 
8 als [hl < 6 dan is lim an = 3 
‚ als |n| = 6 dan is lim an = 6 


als |h| > 6 dan is lim an = @. 





EE RETE nike M, 


er mnd een de teens 














ETE ETE DEE OOAD ERE NGE AA nn ke, 


en ne nn nn ende ene EE AE an ran ee essen 


36. 


37. 


âë, 


39. 


UO, 


Ui. 
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De rijen a,b,c zijn gegeven door 

aas 1 en an = An-4 + 5 voor alle n > 1; 
Ceijn e 

Dee ft en bn = bo-4 + te VOOR alle n > 153 

Cn = Agn 7 An Voor alle n € IN. 8 

Bewijs: 

(ij lim an = ® (aanwijzing: ank > Ik+1); 

(ii) de rij ec is convergent en } S lim en S 153 

(iii) de rij b is convergent en lim bh = 1m Ca 

(aanwijzing: by, = Een). 


Zij a een pij in IR. De rij b wordt gedefinieerd door 


bn = max (ai sa25...san) voor alle n € IN. 


Bewijs: 


de rij b heeft een limiet (eigenlijk of oneigenlijk) en 


lim bn = sup {anln € IN}. 


Bereken liminf en limsup van de rijen, gegeven door 


an+1 n 
ee n Ee = ss ee Oe 
an ies 2+(-1) 39 bn ar ns En En meis dn en, an 9 En Ee d . 





Zij a een rij in IR en zij A € IR U {-o,+to}. 


Bewijs: 
\ is limietpunt van a ® bij iedere omgeving U van A is er 


een deelrij b van a met (Yn)bn € U. 


Bewijs: 
(1) als \ € IR limietpunt is van de rij a dan heeft a een 
deelvij B met lam bos As | 


(ii) iedere begrensde rij heeft een convergente deelrij. 


Laten a en b rijen zijn met (Yn)an S br. 
Bewijs: 
Ci) 1liminf an S liminf bn; 

S 1 


(11) limsup an imsup bn. 


é 





U2, 


13, 


hl, 


LS. 


46, 


ANI ‚46 


Laat a een rij zijn met (Vn) m San SM. 
Bewijs: | 
(ij) mS liminf an S limsup an SM; 


(ii) als k > 0 dan limsup kan = k limsup an; 


en liminf kan = k liminf an; 
(iii) als k < 0 dan limsup kan = k liminf ans 
en liminf kan = k limsup ap. 


(vgl. opgave U). 


Als b een deelrij is van a dan is 
liminf an S liminf bn S limsup bn S limsup an. 
Bewijs dit. 


Geef tegenvoorbeelden van de volgende beweringen: 
Ci) limsup (antbn) = limsup an + limsup bas 
(ii) limsup (anbn) = limsup an * limsup Hs 


(iii) [(Yn) an S bnl > limsup an S liminf bn - 


a en b zijn begrensde rijen. 


Bewijs: limsup (antbn) S limsup an + lìmsup bn. 


De rijen a en b zijn begrensd; bovendien geldt 
(Vn € IN) [an > 0 en bn > Ol. 
Bewijs: 
(1) 1limsup (anbn) S limsup an * limsup bas 
laat zien dat het gelijkteken niet hoeft Ge gelden; 
(11) als liman bestaat dan is 


limsup (anb,) = lim an * limsup bn. 
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Hoofdstuk III. Continue functies IR * IR. 
810. Limieten van functies. 


EI) &aÂ E IR; laat U een omgeving van a zijn, en f een functie 
Uitar TR 


Definities. 
a. Lim fix) = X (Éf heeft in a limiet A) betekent: 
bij iedere e > 0 bestaat een ê > 0 zó dat voor alle x met 
0 < |[x-al < ö geldt: |f(x)-Al < e. In logische symbolen: 
(Ve > 0)(J8 > ONMVx)(0 < |[x-al <8 > VEGO)-AL Se). 
Merk op dat 0 < |x-al < 8 equivalent is met 
(a-8 <x <a) v(a<xS<ats). 


lim f(x) = À resp. lim f(x)=)\(f heeft in a linkerlimiet 
xÎa xl a ej 
resp. rechterlimiet A) betekent: ‘ 


(Ve > O)(J8 > ONMNx)la-8 <x Sa |f(x)-Al Se) 
resp. OO 
(Ve > ONHE > ON(Vx)la <x Sars > |[F(x)-Al Se). 


lo 


Stelling. lim f(x) = A*[lim f(x) = A en lim f(x) = Al. 
x>a xÎa __xva 
Bewijs: — | 
Tk Zij e 0 EP is âr * Ù zó dat geldt: 

(Vxja S x Satô > |f(x)-Al Se. | 
Er is 82 > 0 zó dat geldt: 

(Yxja-8 Sx Sa lfx)Al Se. 
Noem 8 = min (81,82). Voor alle x met 0 S |x-al < 8 (d.w.z. 
voor alle x met a-ê S x <a of a <xS<a+t8) geldt nu 
[ÉCxd-k) Se. 


> : bewijs dit zelf. 


Zij \ € IR; laat U een omgeving van -® resp. +o zijn, en f een 
functie U > IR. 


(10.4) 


(10,5) 
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Definitie. 


lim f(x) = X resp. lim f(x) = X betekent: 


(Ve > 0O)(AM E IR) (Vx S M)IF(x) Al Se 
resp. | 


(Ve > O)(IM E R)(yx > MIG) Se. 


Voorbeelden. | | 
1. Zij a € IR; zij £f : R\{a} > IR gedefinieerd door 
F(x) = x-al 
| x-a 
Voor alle x <a is f(x) = "1, voor alle x >a is f(x) = +1. 
Er volgt dat lim f(x) - „1, lim f(x) = +13 lim f(x) bestaat 
xl a xla x>a 
niet (vel. (10.2)). 
2. We definiëren f : [2,4te) > IR door 
2 
f(x) = 2d 
Zij € > 0. Voor alle Xe is 
poles £ EL 1| = EE Se: 
er volgt dat IEGO-1| < E voor alle x met x > max (1, 5243). 
We concluderen dat lim f(x) = 4. | 
XD 00 
Naar analogie van (8.1) voeren we oneigenlijke Limieten -® en 


to In: 


Definitie. Zij a € IR; laat U een omgeving van a zijn, en f een 
functie U\{a} > IR. 


lim f(x) = -e resp. lim f(x) = +e betekent: 
Xa | KA 


(YME R)(T8 > OMYXI0 < [x-al < 8 f(x) <M) 


resp. 


(VM E IR)(J8 > OMFx)(0 < [x-al < 8 F(x) > M), 


Geef nu zelf, naar analogie van het bovenstaande, de definities 


van uitdrukkingen als lim f(x) = to, lim f(x) = 0, lim f(x) = +0, 


xt a xla X>00 
enz. | 
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** Voor de fijnproevers: zij a,b € IR U {-o,to}, Ga na: 


lim f(x) « b * voor iedere omgeving V van b bestaat een omge- 
xa 
ving U van a zó dat voor alle x € U\{a} geldt: f(x) € V. 


Als oefening bewijzen we een analogon van (8.3) voor functies. 


Vooraf enkele definities. 


Zij VC IR, en zij f een functie V > IR. We noteren 


sup{f(x)|x € V} als sup f(x) of sup f(x); analoog voor inf f(x). 


xEV 
Definities. 
a. f : V > IR heet naar boven begrensd resp. naar beneden be- 
grensd indien sup f(x) resp. inf f(x) bestaat als reëel 
getal; f heet begrensd indien f zowel naar boven als naar 


beneden begrensd is, d.w.z. indien er M € IR , M > 0 is zó dat 
(Vx € V)IFG)| SM. 


b. f heet monotoon stijgend resp. monotoon dalend indien voor 
alle x,y E V met x $ y geldt: f(x) $ f(y) resp. f(x) > f(y). 

Stelling. | 

| a. Zij f : [a‚bl — IR monotoon stijgend. Dan bestaat lim f(x) 

(als reëel getal). xÌ b 

b. Zij f : [a;b) * IR monotoon stijgend, waarbij b € IR of 
b = to, Dan bestaat lim f(x) resp. lim f(x) als reëel getal 

xÎ D x> +00 | 


of als oneigenlijke limiet +o. 
Bewijs: a. Voor alle x € [a,bl geldt f(a) < f(x) < f(b); er 
volgt dat f begrensd is. Noem s = sup {f(x)l|a < x < b}. Zij 
e > 0. Er is y € [a,;b) met f(y) > s-e;5 noem b-y = ê. Voor alle 
Xx met b-8 < x < b geldt nu 0 | 
s-e < f(y) = f(b-ô) S f(x) Ss 


dus |f(x)-s| < e;5 er volgt dat Ln f(x) = St 
| AD 
b. Veronderstel eerst dat b = +o., Noem s = sup f(x). 


Er geldt s € IR of s = +o, 
Verónderstel eenst dat s © Rs zij e > U, Ep is 
M E [a,‚+o) met f(M) > s=es voor alle x > M geidt nú 
s-e < f(M) S f(x) & 5. 
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Er volgt dat Lim f(x) = Ss, 


XT 00 
Veronderstel vervölgens dat s = +o, ZA MES IR Eb 


is pE[a,te) met f(p) > M;s voor alle x > p is nu 
f(x) > f(p) > M 


en er volgt dat lim f(x) = +, 
| XT} 00 
Ga zelf het geval b € IR na (vgl. a). 


Î (10.7) Stelling. Zij a,A,u € IR; laat U een omgeving van a zijn, en 


laten f‚g functies U\f{a} > IR zijn. Is verder lim f(x) = A en 
lim g(x) = #, dan geldt: Tl 
xa 
a. lim {[f(x) + go) = A + us 
| xa 
Bb. Jam flxjelx) = Ans 
. 
Se Lim WEC) =lkle 
d. Te (vee il Peo) #0 # 0, dan is lim - À 
a. X afg Xx en 4 9 er Ck 


Bewijs: a. Zij e > 0, Er is 8, > û zó dat voor atie x met 
OS |x=al < 8, geldt: |Elx)-Al < des er is 82 > 0 zé dat voor 
alle x met O0 < |x-al < 8, geldt: lelx)-ul S Je. Noem 8 = min(8, +82); 
voor alle x met 0 < |x-al < 8 is nu | 

LEGO+ZGOL — Ot) S [EGA] + [EGO -Ui < dette ze. 

b. Zij € > 0. Er is ê, > 0 zó dat voor alle x met 

0 S [x-al < 8, geldt |gx)-ul < 1, dus gol S leGo-ul + lul < 
S |lul+1. Er îs 82 > 0 zó dat voor alle x met 0 < [x-al < 83 


B . ed 
geldt EGALE S Seres en er is 3 > 0 zó dat voor alle x 
2CFUI+1) 


met 0 < |x-al < 8, geldt sG) -ul S 5 ND: Noem 
Ô = min (ê1 ,ê2 ,83)3 voor alle x met 0 S [x-al < 8 geldt 


JECx)glx) =— Aul = [FGO E) -— Aglx) + AEO) =— Al < 
S [gal |fC)-Al + JallgGo-ul < Clul+1)- T + 
| ZED 
tl pen Se 
Bewijs dit zelf, met behulp van de formule 
All S |£Go)-Al (vgl. (5.3). 


d. We bewijzen eerst dat lim 7 7 L,. 
x>a 
zij 1 > 0 zó dat voor alle x met 0 < [x-al < 


gxd-nl < Huls 


[oa 


EEC 





zij € — 0, en 


or Beld 
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voor alle x met 0 < |x-al < 8, geldt 

us — je S Ju = gld) S Zlul, dus lete)l > lul. Er ie 

82 > 0 zó dat voor alle x met 0 < |x-al < 8, geldt |g(x)-ul < 
< Jeu? . Voor alle x met 0 < [x-al < min (81,82) geldt nu 


11 lgGo)-ul deur EE 

zoo — al © TeGoTDar Sela © © 
d ; X . 8 1 

Verder is lim re lim f(x)-lim == Ae 
Xa en Xa Xd g(x) 


À 
T° 


Ef 


Opmerking. Uit b volgt: is lim f(x) = À en is ec E IR, dan is 

| Xa 
Jam Sf) & ak. 
xa 
Men gaat met behulp van bovenstaand bewijs gemakkelijk na dat 
de onder (10.7), a t/m d genoemde formules juist blijven indien 
men overal Xx > a vervangt door x Ja, x tf a, Xx > ==» of Xx > to, 
Van deze formules bestaat echter geen analogon voor het geval 


dat A en u ook de symbolen —» of +e mogen zijns vgl. (8.1). 
Bewijs zelf het volgende analogon van (6.7): 

Stelling. Zij a,A;u E IR; laat U een omgeving van a zijn. Laten 
f &n 8 Funtties. Uifal + IR zijn met lim Ex) = Xe, lim lx) = u, 


(Vx € U\{a})f(x) S glx). Dan is ke | Xa 


Analoge stelling voor de gevallen x Ja, x tf a, Xx > -o of X > +o, 








Voorbeeld. Zij € > 0. Voor alle x met x > £ is 0 << es er 
volgt dat lim 5 = 0. Met behulp van (10.7) (en 10.8)) volgt dat 
x>+00 7 
1 + — 
2 IN 
lim ES = La n EE = 15 
XT 00 je zt 1 = X2 


vala Cldelhs 2e 


811. Continue functies. 


Ps Zij a € IR, W een omgeving van a, f een functie W > IR. 


jb: 
d 
Ä 
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Definitie. f heet continu in a indien 
de Lam Pl == fläâls 
x>a 


of 


b. voor iedere omgeving V van f(a) een omgeving U van a 
bestaat met f(U) C V, 
Of 

Ce. voor iedere rij (an) met termen in W en met lim an = a 

| vo 
geldt; lim flan) = fFlaY, 7 
no 

Bewijs van de equivalentie van a,b en oc: 
27 Db: zij Ve {xEiR||x = fla) Se} (waarin € > 0). En ie 
8 > 0 zó dat voor alle x met 0 < [x-al < Ô geldt: 
[Eldee fla Se Noem = Ik € R||x-al < 8} , dan geldt 
F(U) C Vv, 
b > ec: zij e > 0s noem V = {x € IR lix=fla)t. Sel, Er is sen 
omgeving U van a met f(U) C Vs; zij U = (a-ô,a+8), 


Uit lim an = a volgt dat er NE IN is zó dat voor alle n > N 
noo | | 


geldt an € (a-ê,a+8), dus ook flan) E V. 

8 “a: stel dat niet geldt lim f(x) = f(a) (bewijs uit het on- 
gerijmde), dus dat B | | 

_ (Ve > ONS > ONMVx) (0 < [x-al < > f(x) -fla)| Se), 


ofwel | 
(4) (de > ONHE > OH) (0 < [x-al < 8 & Cx) f(a) | > Ee). 
Zij e > 0 als In (*)s bij elken € MN is er (neem ê = E) een an 


met 0 < jana <à en |flan)-f(a)l >e. Er geldt an * a (ga na) 


en (Yn € IN)|f(an)-f(a)| > e, tegenspraak. 


ex (11,2) Voor de fijnproevers. Zij a E IR, Ae IR;5 laat U een omgeving van 


a zijn, en f een functie U\ {a} > IR. Ga na dat: 


lim f(x) = A @ voor iedere Pij (an) met termen in U\ {a} en met 
Xa 
dn > a geldt: lim flan) = A. 


noo 
Ga ook na dat vervanging van U\{a} door U een onjuiste uitspraak 
levert. | | 


4 


(41.6) 
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We noemen f linkscontinu in a resp. rechtscontinu in a indien 


lim f(x) « fla) resp. lim f(x) = fla); geef voor deze gevallen 
xt a xJa 
het analogon van (11.1), b en c. Volgens (10.2) geldt: f is 


continu in af is linkscontinu en vechtscontinu in a. 


Stelling. Is f gedefinieerd in een omgeving van a, is f continu 
in a en is fla) > 0 resp. f(a) < 0, dan is er een omgeving U 
van a zó dat (Yx € U)f(x) > 0 resp. (Fx E Ux) < 0. 

Bewijs: er is een omgeving U van a zó dat voor alle x € U geldt 
IEG)-f(a)l < H|fCa)l, dus fla)-Zlfla)l < f(x) < f(la)+ilf(a)|. 
Is fla) > 0 resp. fla) < 0, dan volgt dat voor alle x € U geldt 
f{x) > Ffla) > 0 resp. f(x) < Uf(a) <0. | 


Uit (11.1) en (10.7) volgt: 


Stelling. Zijn f en g continu in a, dan zijn ook Ê+g, f.£, |£| 
(gedefinieerd door |f|(x) = |f(x)|) en, mits gla) # 0, E con- 


tinú in d. 


Merk op dat met (11.4) uit gla) # 0 volgt dat 5 gedefinieerd 


„is in een omgeving van a. 


Zij f : IR > IR gedefinieerd door f(x) = x. Uit [EGO)-f(a)| = 
= |x-al volgt dat f continu is in alle a € IR (ga na). Met (11.5) 
volgt nu: elke gebroken rationale functie (quotiënt van twee 
polynomen) is continu overal waar hij gedefinieerd iS (d.w.z. 


in elk punt waar de noemer niet nul is). 


(11.7) Stelling. De samenstelling van twee continue functies is continu: 


is f continu in a en is g continu in fla), dan is go f continu 
In a. 

Bewijs: we gebruiken (11.1), b. Zij V een omgeving van 

(go f)la) = g(fla)). Uit de continuïteit van g in f(a) volgt 
dat er een omgeving W van f(a) is zó dat g(W) C vs; uit de con- 
tinuiteit van f in a volgt dat er een omgeving U van a is zó 
dat f(U) C W. Er volgt dat (g eo f)(U) C g(W) C V, dus 


Kee PIW CN, 





**(11.8) 


(12.1) 


(12.2) 


[ND 
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Voor de fijnproevers. Zij a,b,c € IR. Geef een voorbeeld van 


functies f en g, gedefinieerd in omgevingen van resp. a en b, 


waarvoor geldt: lim f(x) = b, lim g(x) = ce, terwijl niet geldt 
Xa RD 

Tim SCHC) zer Val ALT an Elbe 

x>a | On 


512. Uniforme continuïteit. 
enne CONLINUILELE 


Laat A een van de in (5.8) genoemde deelverzamelingen van IR zijn, 
en f een functie A Es 


Definities. 

a. f heet continu (ook: continu Op, of in, A) indien f rechts- 
continu resp. linkscontinu is in het linker- resp. rechter- 
eindpunt van A indien dit bestaat en tot A behoort, terwijl f 


continu is in alle andere punten van A (vgl. (11,1), (11.3)), 


| 


f heet uniform continu (op A) indien bij iedere e > 0 een 

ô > 0 bestaat zó dat voor alle x,y € A met x-yl < 6 geldt: 
EC) Fy) | S es in logische symbolen: 
(*) (Ve > ONCE > 0(Yx,y E A) ]x-yl <6 > |F£GH)-E(Y)] Se). 


Opmerking. Vergelijk (+) met de volgende formule, die uitdrukt 
dat f continu is (op A) (ga na!): 


(Vx E Alle > 0)(I8 > 0N(Hy E A) [x-yl <6 > ECH) -F(Y) | Se). 


Voorbeelden. 


1. A= (0,1), f(x) = x?. Volgens (11.6) is £ continu. Er geldt 


(Vx‚y S A)|F(x)-f(y)| = x-yl-|x+yl S 2|xeyl. 
Zij e > 0; voor alle x,y € A met \x-yl < de geldt 
EGO-Ê(yY)| Se; er volgt dat f uniform continu is (we heb- 
ben genomen & = le). | 
. ÂÀ = (0,1), f(x) = 2. Volgens (11.6) is f continu. We bewijzen 
dat f niet uniform continu 1S, d.w.z. dat (vorm de ontkenning 
van GD B (*)) 


(de > ON(V8 > 0 (Hx,y E A)Clx-yl < 6 & IÉGO-F(y)| >e). 


‚ Neem e = 15 zij 8 > 0. Kies n € IN zó dat n > 55 en neem 
X = ne EE CE geldt |a-yl = ES 8, en [f(x)-f(y)| = 
2n4 Nn, 2 
= n=) = ze ie — 5 > 1. 
LEGS) Ê Ge) | 2n=nl =n > 4 


ANI,55 


3. A = (O,te), f(x) = x?. Volgens (11.6) is f snedn. We be- 
wijzen dat f niet uniform continu is: neem e = 1; 2 He De 
Kies n € IN zó dat n > E. en neem x= n, y = n+}ê. Dan is 
Ix-yl = 386 < 8, en ECG) Fy) | = [x-yl[xtyl = F8-(2n+48) > 
> êen > 1. 


(42,3) Uit (12.1) volgt (ga na): is f : A > IR uniform continu, dan 

is f continu. Volgens (12.2) is het omgekeerde niet waar. We | 
gaan nu bewijzen dat het omgekeerde wel waar is voor het geval 
dat A een segment is. We bewijzen daartoe eerst een stelling 


die op zichzelf ook van belang is. 


stelling (Van Heine-Borel). 


Laat P een collectie intervallen zijn waarvan de vereniging een 
segment [a,b] bevat: 


la,bl © UT. 
IeP | _ 
Dan zijn er eindig veel elementen van P, ZEE Aralasmaasbrns 


waarvan de vereniging [a,bl bevat: 
n 
[a,b] C U Ie. 


k=1 | | | 
(Tedere overdekking van een segment met intervallen bevat een 


eindige overdekking van dat segment). 
Bewijs: stel dat [a,b] niet eindig overdekbaar is door PP, OW 
dat er geen eindig aantal elementen van P is waarvan de vereni- 
ging [a;b] bevat. Halveer [a,b] : dit geeft de segmenten 
[a,i(la+b)] en [Ì(atb),bl. Minstens Één van deze segmenten is 
niet eindig overdekbaar door P (ga na); neem dit Si. Halveer 
9,5 minstens één van de zo ontstane deelsegmenten van S, is 
niet eindig overdekbaar door P; noem dit segment Sj. Zo door- 
gaande construeren we een nest segmenten S, 2 S) 2 S3 2 …… met 
| Sl = £_|b-al (volledige inductie), dus Snl > 0, terwijl elke 
Sn niet eindig overdekbaar is door P. Volgens de neststelling 
(7.4) is er c E IR met (Vn € IN)c € Sns volgens het gegeven is 
er TE P met cElI. Zij I = (p‚,q); noem 8 = min (q-c‚c-p). 
Kies n zó dat |S,| < 8. Voor alle x € Sn geldt 

D 6 Corp) Sad SxSarssSet ige) = gs 


en er volgt dat Sn C I, hetgeen in strijd is met de definitie 
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(12.4) Stelläng: Is Ê£: [a,bl > IR continu, dan is f uniform continu. 


LZ 


(13, 


5) 


1) 


Bewijs: zij e > 0. Voor iedere c € [a‚bl bestaat er Ôn — 0. zó 
dat voor alle x € fa,bl met |[x-cl < 8. geldt: EGO) -f(e) | 

Noem (voor iedere c € [a,bl) En be RO stek zij P de col- 
lectie van deze Io. Volgens (12.3) zijn er eindig veel van deze 
las Zeg Io,’ Te, >" -sTens waarvan de vereniging [a,bl bevat. 
Noem ê = min aba aber dba ds En Beldt d Ds Zij na 
Xsy E [a,b] met Ix-yl < 8. Er is een ek (met 1 Sk Sn) met 
x S Loys er B dat | 


| x- Giel 5 Öo S dor | 
en \y-e,l S Ivo x| + Ix-e,l <6 + 38, ek S ZÔor + 3Ôor = 8 cj > 
dus |F(x)-f(y)| < EGO-f(ej)| + £Cy)-F Ce) | Te + le = €, 
Er volgt dat f uniform continu is. 
Voorbeeld. De functie f(x) = x? is continu op [0,1], dus uni- 


form continu op [0,1]; er volgt dat f uniform continu is Op 


(0,1). Ga nas vel. (12. 2)s de 


813. Eigenschappen van continue functies. 


Stelling. Zij £ : [a,b] > IR continu. Dan geldt: 
a. f is begrensd; 
Be SP sijn ed € [a,b] met f(c) = sup f(x),f(d) = inf f(x). 
En a, Volgens (12,4) is er 6 > 0 zó dät voor alle 

YE [a,b] met |x-yl < 8 ens EGO-ECY) | < 1. Kies n € IN 
zó dat 2e < 85 noem ak = a + (D= a) (0 Sk S< n-1). Bij elke 


XE [a,b] is een ak (met 0 < Ee n=1} zó dat |x-akl S 2e < bn 
dus |f(x)| < ÊGO-flai)| + fla) < 1+|f(aj)|. Er volgt dat 
voor alle xe [a,b] geldt 
[ECx)| < 1+max EEn Ea. a Flea). 
b. Noem s = sup f(x); veronderstel dat er geen c € [a ‚bl 


is met f(c) = s, dus dat (Yx e [a,b] ) EG) < s. Volgens (11.5) 


is de functie g, gedefinieerd door 
n d 
Bi) = s-f (Xx) 


continu op [a,b]; volgens het onder a bewezene is er ' > 0 zó 
dat voor alle x € [a,b] geldt g(x) < M, dus f(x) < s-H5 dit 18 
in strijd met de defintftie van S. Op analoge wijze bewijst men 


het resterende deel van de bewering. 


(13.2) 


(13.8) 


(13.4) 
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Opmerkingen. 
1. Is f£ : [a,b] > IR continu, dan bevat de waardenverzameling 


{flx)|x € [a,bl} van f een grootste element, n.1l. sup f(x), 
en een kleinste element, n.l. inf f(x). Men schrijft in dit 
geval wel max f(x) (het maximum van f) resp. min f(x) (het 


minimum van f) in plaats van sup f(x) resp. inf f(x). 


[ND 


Voor eencontinue f : (a,b) * IR bestaat geen analogon van 
(13.1), a en hb. Zo is f(x) = 5 op €0,11) continu maar riet 
begrensd; verder is f(x) = Xx op (0,1) continu en begrensd, 


maar er is geen c € (0,1) met f(c) = sup f(x) (ga na). 


Stelling (tussenwaardestelling). 


Zij f : la,bl > IR continu. Is f(a) # f(b) en is \ een veöel 
getal tussen f(a) en f(b), dan is er c € (a,b) met f(c) = A. 
Bewijs: veronderstel dat fla) < f(b) (analoog bewijs voor het 
geval dat f(a) > f(b)). Definieer 

Vv = {xE€Ef[la,bllf(x) <A}. 
V is niet leeg, want fla) < A; V is naar boven begrensd, want 
(Vx € V)x Sb. Er volgt dat c = sup V bestaat (als reëel getal), 
terwijl aSesS$b. | 
Stel f(lc) > A. Dan is ec fa, en er is ê > 0 zó dat c-8 > a en dat 
voor alle x € (e-ê,cl geldt f(x) > A (pas (11.4) toe op de functie 
xXx f(lx)-A); dit levert een tegenspraak met c = sup V. 
stel fle) S A; dan is ec fb, en er is 8 > 0 zó dat c+ê & b en 
dat voor alle x € [c‚etê) geldt f(x) < A, hetgeen weer in 
strijd 18 met e= sup V, 


We concluderen dat f(c) = 2. 


Voorbeeld. Is p een polynoom van oneven graad, dan is 


lim px) = te, lim p(x) = =o. Met behulp van de tussenwaarde- 


XF oo Ke co 


stelling concluderen we: elk polynoom van oneven graad heeft 


een reëel nulpunt, d.w.z. een c € IR met plc) = 0. 


Een gevolg van (13.1) en (13.3) is: 
De waardenverzameling van een continue f : [a,bl > IR is één 


getal of een segment. 








(13,5) 


CIS) 
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Zij V C IR; we noemen een functie f : V > IR strikt monotoon 
stijgend resp. strikt monotoon dalend indien voor alle Ksy SY 
met x S y geldt f(x) < f(y) resp. f(x) > f(y) (vel. (10.6). 
L1j £ : (a,b) > IR strikt monotoon stijgend en continu; noem 
We Fllasbl). Uit de monotonie van f volgt dat f een bijectie 
van a,b) op WN is (ga mals de inverse van f noemen we g. 


Er geldt nu: 


otelling (inverse functie). 


is f : (a,b) * IR strikt monotoon stijgend en continu, en is 
Wes Pllasbl), dan ie de interse g van f (met g : W > (a,b)) 
strikt monotoon stijgend en continu. 
Bewijs: 
Aangezien f strikt monotoon stijgend is, is g ook strikt monotoon 
stijgend: is x,y € W met x < Y, dan is g(x) < g(y)., immers uit 
g(x) > g(y) zou volgen f(g(x)) > f(g(y)) ofwel x > y. 
LL VSW em zi Se Noam = g(ly); er geldt f(c) = y. Zij 
En 0e dt Br Se an le-ei sateil C (a,b); noem 
Ô = min (f(ctei)-y, y-f(leTen )) (maak plaatje). Uit de continui- 
teit van f volet (met tua dat 

CEloser ds Plevei NE K. 
Voor alle x met [x-yl < 8 (ofwel v-8 < x S Y+8) geldt nu 
CrE1 = glf(o-ei)) S g(y=-8) <S glx) S gly+6) S e(f(ete:)) - C+HE1 
dus | | 
lex) — gl) Ser Se; 


er volgt dat g continu is in y. 


Opmerking. Analoge stelling voor strikt monotoon dalende f, of 


met vervanging van (a,b) door een segment, een halfrechte, etc. 


Voorbeeld, 
ij mn S MS ai £ : [O,e) > IR gedefinieerd door Er) A, f 18 


continu en strikt monotoon stijgend; uit lim xù = too volgt me t 
XD 00 
(13.3) dat f([ O,e)) = [O,e). De inverse van f geven we aan met 


XI» /Xs deze functie is continu en strikt monotoon stijgend. 
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n+i1 
X 


We concluderen dat er bij elke a > 0 een b20 is, n.l. b 


met ba. 
Op analoge wijze behandelt men de functie x > 





Et Ee ART B ba et nn en enteren on ms Pea kn vete Sg bed oan in Rr Ann aten Plet er esn EER EE EEE A Elle En nie A et rss dE an A 
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Opgaven: 


Bewijs rechtstreeks uit de definitie: 





. X Ss 
Ci) mn ij = Ba 
Gill Tama = afs 
__ Xa 
2 

CLR Tin Ee +oo ; 

xt 271 

x* +1 





(Civ) lim 
xf 1 


GA) a,bia S IR: U sen omgeving van a en W een omgeving van b. 


Laat f een a Uital + IR en geen funetie W\{b} > IR zijn. 


Bewijs: 

AE Lim fc) sbs Mime) ee en f(U\{a}) C W\{b} dan is 
Xa en xD 

lam SCECRI) > 0, 

xa 

Ga na dat dit ook juist is als c = =® of a = +40, 


De functies f + ÏR > IR en 8 : IR > IR zijn gegeven door 


X° -x-6 | 
g(x) = Als XF Bs eld = Ûen (VxX)FÉ(x) = 6x, 
Bereken lim g(f(x)) en g(lim f(x)). 
He Hd 


ij AS IR em en omgeving van a, 


Laat f een functie U\{a} > IR zin, 


Bewijs: 


(1) als lim f(x) bestaat als reëel getal dan is er een 
Xa 
omgeving W van a zó dat f begrensd is op W\ {a}; 
GLi) als: Vim fl * dan is er een omgeving W van a zó dat 


x>a 
(Vx E W{a}) f(x) # 0, 


Aer Ù 3 ab) ze IR monotoon dalend, waarbij a € IR of a = =e 
en b € IR of b = +oo, | 
Bewijs: 


(i) als a € IR dan bestaat lim f(x) als reëel getal of 


lim f(x) = +0; xva 


xv a 





EREN ER EEK CEE EEEN TNA NL AFER ETI EOMAREDEEDEER ONREIN tre ht EE nnn bnn tene  eeh ctnkeas 
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(ii) als a = -® dan bestaat lim f(x) als reëel getal of 
X>=—00o 
lim f(x) = +eos 
Ko 


(iii) als b € IR dan bestaat lim f(x) als reëel getal of 


xÎ D 
lim f(x) = =o; 
xÎb | 
(iv) als b = te dan bestaat lim f(x) als reëel getal of 
Kpn 
lim f(x) = +o, 
X*+00 | | 


Zij A,u E IR en laten f‚g functies (a,e) > IR zijn met 
lim f(x) = A, lim g(x) = Mu. 


X 00 X #00 

Bewijs 

(1) _ lim{[f(x) + glx)l = A+us 
XX >ovo 


EE am Ebel Kie 


X oo | 
C2i2) Tim FÊCaf = IA: 
Xx” >oo 
(iv) is (Yx E (a,eo))glx) # 0 en u É OQ, dan is rim 2) - A 
’ ’ ern ex) x u 
f en g zijn functies Cas) > IR, 
Ci) [lim f(x) = to en lim glx) = to] > lim (£(x)+glx)) = +0; 
xt b | xt b xD 
(21) [lim f(x) = to en lim glx) < 0] > lim f(x)g(x) = -o, 
xt b | tb xf Db 
Zij n € IN oneven en zij f(x) = de + ige Faa Pa 
Bewijs: | 
Cad als aps dan is lim f(x) = te en lim f(x) = —oo 3 
XxX oo XD 00 
(ii) als a, < 0 dan is lim f(x) = =@ en lim f(x) = +0, 
XxX 00 XD =00 


Zij a € IR en U een omgeving van as laten f en g functies 
U\ {a} > IR zijn. 
Bewijs: 
(i) als f begrensd is op U\ {a} en lim g(x) = 0 dan 
x->a 


Lim Flxiglx) = Os 
x>a 








10. 


Ln 


125 


135 


14, 


F(x) = lim 
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CEL) Tim EGO = +o @ Tim 
Xx>a dee 





f(x) 





(ii) lim F5 0 PT Lim Fl) = 4 TE FG) = ze 


x>a xva xJa 
(beschouw bijv. f, gedefinieerd door f(x) = Ee als 
x E Q\{O} en f(x) = 2 als x € IR\Q). 


Zij f : IR > TR gedefinieerd door f(x) = x als x € Q en 
EE == 0 als «6 IR\Q. | 
Onderzoek voor welke a € IR Lm f(x) bestaat, 
x>a 

De Tunetie Pf is vaer alle x # -1 gedefinieerd door 
xn+14n 

no Jen 
Bewijs dat lim f(x) bestaat en dat lim f(x) niet bestaat, 


Teken de erifrdr van f. Ee 


Ieder rationaal getal x # 0 is eenduidie te schrijven als 
DS - met t € Z, n € IN en g.g.d. (ltl‚n) = on 

We definiëren f : TR > IR door 

RCN 4 

f(x) z= 0 als xe IR\Q | 

fl) = 5 als 0 # x = = in de bovenstaande schrijfwijze, 
Bewijs: 


f is dan en slechts dan continu in a als a € IR\Q , 


Gegeven is een functie f : IR\{p} > IR met de eigenschap: 

(Ve > 0)(I8 > 0N(Yx,y E IR[O < Ix-pl <8 & 0 < Iy-pl <51 > 

RI ECRDEE GIS, 

Bewijs: 

(ii) voor iedere rij a met liman = Pp en p € {anln € IN} 
bestaat lim f(a) als reëel Setal; is b nog zo'n rij dan 
is lim f(la,) = lim £(br); 

Cai) Jim fx) beetaat als reêel getal. 

XD 
De funetie f s-IR > TE ls continu en injectief, Zij V C IR en 
Wz f(V). 
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Bewijs: 
als v € V en f(v) is geen verdichtingspunt van W dan is v geen 


verdichtingspunt van V. 


15. De functie f is continu op [a,b] en f(a) < f(b). 
Bewijs: 
f is injectief ® f is strikt monotoon stijgend. 
Geef een voorbeeld van een functie die injectief maar niet 


monotoon 1S. 


16. De functies £ : IR > IR en ge JR * IR Zijn Gontinu en 
(Vx E Q) f(x) = glx). 
Bewijs: (Vx E IR) f(x) « g(x). 


1). Gegeven is een functie f : IR > IR met de eigenschap: 
(De > 0NNx,y E IR) [FGO)-FCY)IS ef x-y|. 
Bewijs: 
(i) f is uniform continu op IR; 
(ii) als a een rij is met (Vn) an+4 = flan) dan 
Cm gnl < eh Llage a, |; 
(iii) als e < 1 dan is bovengenoemde rij convergent; 


(iv) als c < 1 dan is er precies Één \ € IR met £(A) = XA. 


18. De functies f : IR > IR en g : IR > IR zijn uniform continu op IR. 
Bewijs: | 
(1) f+g en f o g zijn uniform continu op IR; 
(1i) geef een voorbeeld waaruit blijkt dat fg niet noodzakelijk 
| uniform continu op IR is; 
(iii) als bovendien gegeven is dat f en g begrensd zijn dan is 


fg uniform continu op IR, 


19. Zij f een functie (e‚d) > IR; e‚d € IR U {=o,+to}. 
Bewijs: | | | 
als er een e > 0 en rijen a en b met termen in (e‚d) en 
lim, (an-b‚) = 0 bestaan, zodanig dat (Yn)[f(an)-f(b‚)| > e, dan 


is f niet uniform continu op (c‚d), 
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20. De functies f‚g,h : (Os) > TR zijn gegeven door TCE) = =, 
BCR) S= Tog we hehe doe ed 





(de in de Infinitesimaalrekening vermelde eigenschappen van 


log Xx en cos Xx mogen bekend verondersteld worden). 


21. Bewijs dat de functies 
Es lize) IR, gegeven door f(x) zE 
E.< IR 5 Rs Segeven door g(x) « Te 
He AR + IR, gegeven door h(x) = Tr 
uniform continu zijn op resp, [1,e),IR,IR, 
Merk op dat continuiteit op een Segment blijkbaar niet nood= 


zakelijk is voor uniforme continuiteiît (vgl. stelling (44,49 y, 


2e ZIJ a,bje,d € IR met a <p< e Sd en zij de functie £ : IR > IR 
| uniform continu op (a;e) en uniform continu op (b‚d), 
Bewdjs dat f uniform continu is op (a,d). Geef een voorbeeld 
waaruit blijkt dat de voorwaarde b << noodzakelijk is, 


23. Zij £f : [O0,e) > TR continu en zij lim f(x) = X € ER, 


ez : î ê X7%00 
Bewijs: f is uniform continu op [ 03e), 


Zh, Zij f : la,bl > TR continu en zij (Vx € [a,bl)f(x) # 0. 
Bewijs: 
(Je > OU tre [a,bl)f(x) > e v (Yx € [a,bl)f(x) < =el , 


255 Bewijs st&lline (13,4) a Pechtstreeks uit de stelling van 

| Bôbzano-Weierstrasz (7.6), | 
Aanwijzing: uit de veronderstelling dat f niet naar boven 
begrensd is volgt het bestaan van een Pij (xn) met (Vn)xr > n; 


deze rij heeft een limietpunt A € [a,b], 


26. Bewijs (1), 


27. Bewijs: elk polynoom van oneven graad heeft een reëel nulpunt 


(val. opgave 8). 














28 


Al, 


B 


A. 


Ss 
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Als f : [0,1] * IR continu is en f£(0) = f(1) dan is er een 
xE [0,11 met f(x) = f(x+1). Bewijs dit. 


Bewijs de volgende generalisatie van opgave 28: 
als f : la‚bl > IR eontinu is in f(a) = f(b) dan is er bij 
iedere n € IN een xn € la,bl met f(x) = FGn + 2E). 


Zij a € IR, af 0, en zij fa : IR * IR gegeven door 

Flxh eas wt de 

Bewijs: 

(i) als 0 < |al < à dan heeft f_ precies Één nulpunt xa dat 


tussen 1 en 1+2a ligt; 
Kat Ka 1=ä 





(ii) lim xa = 1, lim S= 1 en lim Sr 3, 
a>0 a”>0 a”0 
Bewijs: 
voor iedere n € IN is de functie f : IR > IR, gegeven door 


f(x) ee strikt monotoon stijgend en continu. 


Zijr = SER (tEZ, nein). 


Definieer f : (0,9) > IR door f(x) = (Yx)t als t > 0 


Toek = d ais t= 0 
1 
f(x) == als t < 0 
Tt 


Bewijs: | 

(i) de definitie van f is onafhankelijk van de voorstelling 
- van r5 men kan dus schrijven f(x) = xf3 

(ii) als r > 0 dan is f strikt monotoon stijgend en continu; 


als r < 0 dan is £ strikt monotoon dalend en continu, 


(14.1) 


E (14.2) 


(14.3) 
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Hoofdstuk IV, Differentieerbare functies IR > IR. 
Odon ng 


B1U. De afgeleide. 


Z1j a € IR; laat U een omgeving van a zijn, en f een functie 
U > IR. 


Definitie. f heet differentieerbaar in a indien 
f(x)-f (a) 


a. lim 
— _X=-a 


Xx a 
bestaat, 
of 


er een A € IR is en een in a continue oe : U > IR met 


|o 


pla) = 0 en’ | 
(Vx E UF) = Fla) + (x-alk + (x-adolx). 
Bewijs van de equivalentie van ä en bi 


a> b: definieer ‘ 
f(x)-f (a) 


A = lim nE 
xa 


en 


Endt la) 


\ als x EU, x#*a 
x-a 


ox) 
O als Xx 


n 
D 


b > a: voor alle x € U, x fa geldt 
fixdef la) 

x-a 
aangezien de limiet voor x > a van het rechterlid bestaat, bestaat 


z= A + plx)s 
ook die van het linkerlid, 


Definitie. De in (14,1), a genoemde timiet (die gelijk is aan het 


in (14.1), b genoemde getal A) heet de afgeleide van f in as we 


geven deze aan met f'(a). 


Andere notaties. 


a. (1k.1), b is equivalent met: 


(+) er is \ E IR en een oi : U > IR met lim or (x)/(x=a) = 0 en 
x>a 
(Vx E UIF(X) = Fla)t(x-a)k + py (x) 
(neem bij gegeven p : o1 (x) = (x-alp(x), en bij gegeven 04: 
px) = Pi (x)/(x-a) als x An Ola = M 








1u.) 


[1u,5) 


(14.6) 
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Men schrijft (*) ook als: er is A S.IR zó dat 
(Yx E U)f(x) = fla)t(x-a)lkh + olx-a)lx > a), 
Vgl. Inf. (2.45) en:(2.46). 


In bovenstaande definities schrijft men ook wel ath in plaats 


[or 


van x (met h zó dat ath € U). We herformuleren hiermee nog 


enkele formules, geldig voor een in a differentieerbare 


E 3 U > IRA 
1 im arb) - fla) = f'(a), 
h>0 


en er is een in een omgeving V van O0 gedefinieerde en in 0 
continue functie o met 0(0) = 0 zó dat voor alle h € V geldt 
flath) = f(a) + hf'(a) + hoh). 


Definities. f heet linksdifferentieerbaar resp. rechtsdifferen- 
tieerbaar in a indien | 

f(x)-f (a) 
xfa B xl a IE 

bestaat; de genoemde limieten heten de linkerafgeleide resp. de 


rechterafgeleide van f if Bte 


f(x)-f(a) 
x=-a 


lim resp. lim 


Een onmiddellijk gevolg van (10.2) is: 


Stelling. f is differentieerbaar in a * de linker- en de rechter=- 


afgeleide van f in a bestaan en zijn aan elkaar gelijk. 


Voorbeeld. Zij a € IR; zij f : IR > IR gedefinieerd door f(x) = 

= |x-al. De linker- en rechterafgèleide van f in a zijn resp, -1 
en +1 (vgl. (10.4), 1); f is in a niet differentieerbaar, 

f is in a wel continu (ga na); blijkbaar volgt uit continuïteit 


geen differentieerbaarheid. Het omgekeerde geldt wel: 


Stelling. f Is differentieerbaar in af is continu in a. 
Bewijs: laten U en p zijn als in (14.1); er geldt 
(Wx E UF(x) = fla)t(x-a)f'(a) + (x-a)p(x) 


dus (omdat lim ox) = 0) geldt 
x>a 
Jim f(x) = fla) + lim [(x-a)lf'(a) + BOO = f(a). 
x>a Xa 


(14.7) 


(14.8) 


(14.9) 





_Limietovergang X > a, met gebruikmaking van (14,6), levert a en b 
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Stelling. Zij a € IR, U een omgeving van a. Laten f en g twee 


functies U > IR zijn die differentieerbaar zijn in a. Dan geldt: 


f+g is differentieerbaar in a, en (f+g)'(a) = f'(a)tg'(a), 


fg is differentieerbaar in a, en (fg)'(a) = f'(a)gla)ltf(a)lg'(a) 


la le Iw 


ee 5 
Is gla) # 0, dan is g differentieerbaar in a, en 


Expo os Lalla) = g'(alf(a) 
(5) (al = Lear 


Bewijs: voor alle x € U\{a} geldt 
[É(x) + glx) - [f(a) + gla)l _ f(x) - f(a) ‚ECE = Ela) 


AEL Xx-a xd 
en 
FGC) — Flalgla) EC TEA) , (pf) = fla) 
| Rea De Xa 5 x-a ’ 


In geval ec is er volgens (11.4) een omgeving V van a, V C U; zó 
dat (Yx € V)glx) # 0. Voor alle x E V\fa} geldt 


lj TE = Iga Ee EEN gan. 


x-a g(x) gla) x=-a 
Limietovergang x > a levert en 


Opmerking. Onmiddellijk uit de definities volgt dat de afgeleide 
van een constante functie overal nul is, Met (14,7), b volgt nu: 
is f differentieerbaar in a en is c € IR, dan is cf differentieer- 


baar An ds en (efl'la) =eftfals 


Zij f : IR > IR gedefinieerd door f(x) = x. Uit 


Eix) f(a) 


- = 1 (xa) 
x-a | 


volgt dat f differentieerbaar is in alle a € IR, terwijl f'(a)=1. 


Met (1l,7) wolet nut elke gebroken rationale functie is differen- 
tieerbaar overal waar hij gedefinieerd is (d.w.z. in elk punt 


waar de noemer niet nul is), 


Zij kE ZZ, k A Or zij Fluke xk, pan geldt: 

EG mime 
(voor alle x € IR indien k > 0, waarbij we definiëren 0° - 1, en 
voor alle x € IR, x # 0 indien k < 0), 





Cad) 


(15.1) 
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Bewijs dit zelf, voor k > 0 door middel van volledige inductie 


en met behulp van (14,7), b, voor k < 0 met behulp van (14,7) ,d. 


Stelling (kettingregel). 


De samenstelling van twee differentieerbare functies is differen- 
tieerbaar: is f differentieerbaar in a en is g differentieerbaar 
in f(a), dan is go f differentieerbaar in a, en (go f)'(a) = 
= g'(f(a)):f'(a). 
Bewijs: er is een omgeving U van a en een in a continue 
ps: U * IR met pla) = 0 zó dat | 

(Yx B U)f(x) = fla) + (x-a)f'(a) + (x-alp(x). 
Noem f(a) = b. Er is een omgeving V van b en een in D continue 
0: V > IR met ob) = 0 zó dat 

(Vy E V)gly) = g(b) + (y-b)g'(b) + (y-blo(y). 
Wegens de continuïteit van f in a is er een omgeving W van a, 
WC U met f(W) C V. Voor alle x E W geldt (substítueer in het 
bovenstaande v.s lx): 
(go f(x) = (go F)la) + [Ff(x) — fladllg'(b) + olf(x))] = 

= (go f)(a) + (x-a)lf'(alg'(D) + (x-a)t(x) 

waarin 

Tx) = Ê£l(adolf(x)) + PLN E'(B) + of). 
Uit de continuïteit van f in a (vgl. (14,6)) en die van o in b 
volgt met (11,7) dat o 0 f continu is in a, We conttuderen dat 


tT continu is in a, terwijl T(a) = 0; hieruit volgt het gestelde, 


Si De middelwaardestelling. 


Laat A een van de in (5.8) genoemde deelverzamelingen van IR 


zijn, en f een functie A > IR, 


Definities. | 

f heet differentieerbaar (ook: differentieerbaar op, of in, A) 
Indien f rechtsdifferentieerbaar resp. linksdifferentieerbaar 

is in het linker- resp. rechtereindpunt van A indien dit bestaat 
en tot A behoort, terwijl f differentieerbaar is in alle andere 


punten van A, 





(15.2) 
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De afgeleide f' van f is de functie die aan het linker- resp. 
rechtereindpunt van A, indien dit bestaat en tot A behoort, de 
rechter- resp. linkerafgeleide van f in dat punt toevoegt, en 
aan alle andere punten van A de afgeleiïde van f in dat punt 
toevoegt. 

De n-de afgeleide f 
g{n+1) = reln)jr, In plaats van f schrijft men ook £(©), f neet 


n=maal differentieerbaar indien en) 
(n) 
É 


(n) 


van f definieert men door volledige inductie: 


bestaat; f heet n=-maal con=- 
tinu differentieerbaar indien bestaat en continu is, | 

Is a € A, dan heet f n=-maal continu differentieerbaar in a ten 
er een omgeving U van a is zó dat f n) in UMA bestaat en in a con- 


tinu is. 


Stelling (van Rolle), 


Zij f : [a,b] > IR continu op [a,b] en differentieerbaar op (a,b), 
terwijl f(a) = f(b). 

Dan is er c € (a,b) met f'(c) = 0. 

Bewijs: is f constant, dan voldoet elke c € (a,b): veronderstel 

nu dat f niet constant is, Volgens (13,1) is f begrensd; er geldt 
[sup f(x) # fla)l v [inf f(x) # fla)l. Stel sup f(x) # f(a); 
volgens (13.1) is er c € (a,b) met f(c) = sup f(x). Voor alle 

x € [a,bl met x <e resp. x >e is [E(x) - fle)l/(x-c) > 0 
resp. S 0 (ga na); aangezien f in c differentieerbaar is geldt 


f'(le) = lim [f(lx)-fle)l/(x-e) > 0 Één £'(e) & 0, dus f'(oa) = 0. 
< KM | 

Is inf f(x) # fla), dan is er d € (a,b) met f(d) = inf f(x), en 

met een analogon van bovenstaande redenering bewijst men dat 


f'(d) = 0. 


aas. 3) Stelling (middelwaardestellin van de differentiaalrekening, ook: 


stelling van het gemiddelde), 


Zij f : [a,b] > IR continu op [a,b] en differentieerbaar op, (a,b). 


Dan is er c € (a,b) met f'(c) = fb) = Ela), 
Bewijs: definieer g : [a,bl > IR door 
glx) = f(x) -— ED) fla) (x=-a), 


z is continu op [a,b] en differentieerbaar op (a,b), met afgeleide 


£!(x) EN £D)_- Ea), verder is gla) = g(b) = f(a). Volgens (15.2) 


is er c € (a,b) met g'(c) = 03 deze c voldoet, 
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(15.4) Opmerkingen. 

| 1. Ga na dat (15.2) een bijzonder geval van (15.3) is. 

2. Een gevolg van (15.3) is: | 
Z1j a E IR, U een omgeving van a, f : U > IR differentieer=- 
baar. Dan is er bij iedere h € IR zó dat ath € U een 6 E IR, 
0 <60 <1 met n | 

flath) = f(a) + hf'(a+@h). 


Stelling. Zij £: [a,bl > IR continu op [a‚bl en differentieer- 
baar op (a,b). Dan geldt: 


a. [(Vx € (a,;b))f'(x) = 01 > f is constant, 

b. [(Yx E (a,b))f'(x) > 01 > f is strikt monotoon stijgend, 
e. [(Vx € (a,b))f'(x) > 0l > f is monotoon stijgend. 

d. [(Vx € (a,b))f!'(x) < 0l > f is strikt monotoon dalend, 
e. [(Yx € (a,b))f'(x) S Ol > f is monotoon dalend, 


Bewijs: volgens (15.3) is er bij alle x,y € [la,bl, x < y een 
z met xXx <zS<yen f(y) - f(x) = (y=x)If!'(z). In geval a is 
Et) >= ls dus fly) = Flx}s er volet dat f constant is, 


Bewijs zelf de andere gevallen. 


Maxima en minima. 


Zij A een van de in (5.8) genoemde deelverzamelingen van IR, 
f een functie A > IR, a € A, 


Definities. f heeft in a een lokaal maximum resp. lokaal minimum 
(ter grootte f(a)) indien er een omgeving U van a is zó dat voor 
alle x € U MA geldt: f(x) < f(a) resp, f(x) > f(a). 

Maxima en minima samen noemt men wel extremen. Is a een eindpunt 
van A, dan spreekt men wel van een randextreem, anders van een 


inwendig extreem. 


Is f differentieerbaar, dan kan men door het tekenverloop van £' te 
bepalen met behulp van (15.5) de lokale extremen van f vinden 
Cen tevens een schets van de grafiek van f maken); U deed dat 


al in het V‚W.O. De volgende stellingen wijzen een andere weg: 
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(15.7) Stelling. Is f :-A > IR differentieerbaar, is a € A geen eind- 


(15,8) 





punt van A en heeft f in a een lokaal extreem, dan is f'(a)=0, 
Bewijs: laat f in a een lokaal maximum hebben. Aangezien a geen 
eindpunt van A is, is er een omgeving U van a met U C A en zó 
dat (Yx E U)f(x) S fla). Voor alle x E U, x Sa is 


[ÉC)-f(la)l/(x-a) 2 0, voor alle x E U, x >a is [f(x)-f (a) /(x-a)S 


Er volgt dat f'(a) > 0 en f'(a) S< 0, dus f'(a) = 0. 


Analoge redenering indien f in a een lokaal minimum heeft. 


Opmerkingen. 


1. Heeft f in het linkereindpunt a van A een lokaal maximum, dan 


is f'(a) <0. Bewijs dit, en formuleer en bewijs analoge stellingen 
voor het geval van een rechtereindpunt of een lokaal mimimum, 

2e Uit fla) = U volet niet dat f in a een lokaal extreem heeft; 

ga na! | 


Stelling. Is f : A > IR tweemaal differentieerbaar, is a € A. en 
is f'(a) = 0, dan geldt: 

Is f'"(a) > 0, dan heeft f in a een lokaal minimum ; 

is f"(a) < 0, dan heeft f in a een lokaal maximum, 


Bewijs: stel f(a) = lim [f'(x)-f'(a)l/(x-a) > 0, Laat a geen 
Xe 
eindpunt van A zijn. Er is (ga nas vgl. het bewijs van (11,4)) 


Ô > 0 zó dat [a-8,a+8l C A en dat voor alle x € [a-ô,a+ô]l, x a 
geldt [f'(x)-f'ladl/(keal > 0. 

Voor alle x met a-ê $< x <a is dus f'(x) < f'(a) = 05 voor alle 
x met a $xSatê is f'(x) > f'(a) = 0. Volgens (15.5) is f op 
de segmenten [a-ô,al en [a,atôl strikt monotoon dalend resp. 
strikt monotoon stijgend; er volgt dat f in a een lokaal mini= 
mum heeft. 

Is a linker- resp. rechtereindpunt van A, dan beschouwen we 
analoog geschikte segmenten [a,atôl resp. [a-ô,al. | 


Analoge redenering voor het geval dat f''(a) < 0, 


Stelling (inverse functie). 


Is f : (a,b) > IR differentieerbaar en is (Yx € lasbdlf' lx) > 0, 


dan is de inverse g van f differentieerbaar, met afgeleide a 
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Bewijs: uit (14,6) en (15,5) volgt dat f continu en strikt mono= 
toon stijgend is, Volgens (13,5) heeft f een continue inverse g. 
Zij W= f(la,b)), y E Ws in het bewijs van (13.5) is aangetoond 
dat er een omgeving U van Y is met U C W‚_ 
Zij Y = flea), dus a == elT). Uit de differentieerbaarheid van f 
in c volgt dat er een in c continuep : (a,b) > IR is met 
ple) = O0 en | 

(Vx E (a,b))f(xd-f(le) = (x=) f'Ce)d+e(x)|. 
Aangezieri @ 0 g continu is în Y (vgl, (41,7)), terwijl p(g(Y))=0 
en f'(c) # 0, is er (vgl. (11.4)) een omgeving V van Y,‚, V CU zó 
dat 

(Vy € V)E'(e) + plely)) Ff 0. 
Voor alle ye V is nu (neem in het bovenstaande x = g(y)) 
y-Y = f(gly)) - fle) = (gly)-edl fte) + P(g(y))I 


BY) - 8 = Wrs + 01 (9)] 


waarin 
be ren 
Ee F'lolrolgly)h File)’ | | 5 
zodat p1 continu is in Y (ga na), terwijl p1 (Y) = 0. We conclu- 
8 | ed ' 5 l ee 
ach zak g differentieerbaar is in Y‚, terwijl g'(y) = Frat = 
TEE 


Opmerking. Analoge stelling voor het geval dat (Vx € (a,b))f'(x) <0 


of met vervanging van (a,b) door een segment, een halfrechte, etc. 


> 


Voorbeeld. Zij n € IN; zij f : [0O,e) > IR gedefinieerd door 
f(x) = xÌ, Voor alle x € (0,e) is f'(x) = nx?T1 > 0, Voor de 


inverse g van f (vgl, (13.6)) geldt, yoor alle x > 0: 
glx nt Dx PTT Be 


15.11) Stelling (algemene, of uitgebreide, middelwaardestelling van de 


differentiaalrekening). 
Laten f en g : [a‚bl > IR continu zijn op [a,b] en differentieer- 
baar op (a,b), terwijl (Yx E (a,b))g'(x) # 0, Dan is er c E (a,b) 
met | 

Êl(e) _ f(b)-f(a) 


g'(e) g(b)-gla)" 





(15.12) 


(16.1) 
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Bewijs: definieer h : [a,bl > IR door | 
h(x) = [f(b)-fla)llglx)-gla)l -— [e(b)-gla)lllf(x)-f(a)l, 
Er geldt h(a) = h(b) = 0; toepassing van (15.2) leert dat er 
ce E (a,b) is met | | | | 
(+) [f(b)-flallg'(e) = [glb)-gladllf'(e). 


Volgens het gegeven is g'(c) ” 0; verder is g(b)-g(la) # 0, im- 


mers volgens (15.3) is er d € (a,b) met g(b)-gla) = (b-a)g'(d), 
Deling door g'(edlglb)-gla)l in (+) levert het gestelde, 


Opmerking. Ga na dat (15,3) een bijzonder geval is van (15.11) 


(neem g(x) = Xx), 


Er zijn differentieerbare functies f waarvan de afgeleide f' 


niet continu is, Wel geldt de volgende stelling (vgl. (13,3): 


Stelling (van Darboux). Zij f : [a,bl > IR differentieerbaar, 


Is f'(a) # f!'(b) en is Y een reëel getal tussen Flak en Fb), 
dan is er c € (a,b) met f'(c) = Y. 

Bewijs: definieer g : [a,‚bl > IR door g(x) = fx) =-yx.. 
Veronderstel f'(a) <y < f'(b). Volgens (13.1) is er c € [a,b] 
met gle) = inf g(x). 


Uit g'(a) = f'(a)-y < 0 volgt dat lim [glx)-gla)ll/(x-a) < 0; 
xla 
er is dus ê > 0 zó dat voor alle x met a < x < a+8 geldt 


Lelx)-gla)l/(x-a) < 0 (vel. het bewijs van (11.4)), dus 
glx) S gla). Er volgt dat gla) # inf g(x). Analoog volgt uit 
gi{b) = PECh)ey > 0 dat g(b) # inf g(x). We concluderen dat 


ae Lab). 


Is f'(a) > y > f!'(b), dan bewijzen we op analoge manier (ga na) 
dat er e € (a,b) is met gle) = sup f(x). Uit (15,7) volgt dat 
in beide gevallen geldt g'(c) = 0, dus f'(c) = Y. 


816. Interpolatie met polynomen. 


De functiewaarden van een polynoom zijn eenvoudig te berekenen. 
Voor sommige doeleinden is het nuttig een willekeurige functie 


f : la;bl > IR te benaderen met een polynoom, 
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d.w.z. een polynoom p te bepalen waarvoor men een bovengrens 
kent voor de verzameling der "fouten" {[f(x)-p(x)l|x € [a,bl}. 
Uiteraard zal men trachten p zó te bepalen dat deze bovengrens 


klein genoeg is voor het gebruik dat men van de benadering wil 


maken. 


Zij s SS Ns zij £ + Lasbl — IR (5-1) -maal differentieerbaar, 
LE SN kr Sar SG Xn-1 S Xn Sb. Zij p een polynoom zó 
dat in alle xj; (1 S i Sn) de waarden van p en van zijn eerste 
s-1 afgeleiden p', D's... pts gelijk zijn aan de waarden van 
resp. f en zijn eerste s-1 afgeleiden, We noemen p een interpo- 
latiepolynoom (behorend bij f‚ de x3 en s). Men kan bewijzen dat 
er precies één zo'n interpolatiepolynoom (bij f, de Xi en s) van 
de graad S ns-1 is (de voorgeschreven waarden geven aanleiding 
tot een stelsel van ns lineaire vergelijkingen in de ns coëffi- 
ciënten van p,‚ waarvan men kan bewijzen dat het eenduidig op- 
losbaar is). We behandelen hier de gevallen n=1 en s=1: 


a) n=1: het interpolatiepolynoom is (ga na) 


get lk 
px) = > Ed) (x=x4 jk z 
k=0 Ë 
Ì Cid Ee 
z= f(x, ) + Ex) Faaat rd (ex, 9 5) 


het Taylorpolynoom van de graad s-1. 


De ME definieer, voor 1 Sk Sn: 


n ' 
Ilsje TT Sd, 
à iet 
ik 
Lk is een polynoom van de graad n-1, met Ly(xi) = 0 als ii #k, 


Le) = 1. Het interpolatiepolynoom is (ga na) 


n 
Pix) = EZ EER) Le Loes 
k=Â 


het Lagrange-interpolätiepolynoom van de graad n-1. 


In het onderstaande vinden we een uitdrukking voor r = ED 
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(16.3) Stelling. Zij n‚s € IN; zij a Sx1 <x <... <xrs <xn Sb. 
‘ Zij r : [a,bl > IR ns-maal differentieerbaar, terwijl rx) = 


voor alle k, 0 Sk < s-1 en alle ii, 1 S iSn. 


Dan is er bij iedere c € [a,‚bl een y € (a,b) met 
(ns) 
r(e) n are et ee EN a Gee ie 1e. 


Bewijs: is er 1 zó dat e = xj, dan voldoet iedere y € (a, br Stel 


ni CV B me 


Definieer g : [a‚bl > IR door | 
glx) = (tad Camz (xx) | 
Voor alle i, 1 Si &n schrijven we g(x) = exe 0); voor alle 
k, O0 Sk S$ s-1 is dan 
sG 05 n Ed Tir Ge) gE 0) 
dus gls) = 0. 
Definieer vervolgens h : [a,‚bl > IR door 


Hee mla = en EG). 

Er geldt h(e) = 0, en uit het bovenstaande volgt dat voor alle 
k, 0 Sk S s-1 en alle i, 1 SisSn geldt: he = 0. We 
bewijzen nu dat n ns) minstens één nulpunt op (a,b) heeft: 

Uit He) = hl e= him) = ss & hxn) = 0 volgt met de 

stelling van Rolle (15.2) dat h' minstens n nulpunten op (a,b) 
heeft die onderling en van c en van alle Xi verschillend zijn; 
aangezien ook alle xj nulpunten van h'! zijn, heeft h' minstens 

2n nulpunten op [a‚bl. 

Toepassing van (15.2) op h' leert dat h" minstens 2n-1 nulpunten 

op (a,b) heeft, verschillend van de x43 samen met de Xi levert 

dit (2n-1)tn = 3n-1 nulpunten voor h''. 

40 doorgaande (geef zelf een bewijs m.b.v. een variant op de 
volledige inductie) vinden we dat nee 1) minstens sn-(s-2) = 

= sn-st2 verschillende nulpunten op [a‚bl heeft, | | 

Opnieuw herhaald toepassen van (15.2) (merk op dat van de nk) 

met k > s-1 niet bekend is of ze in de xj nulpunten hebben) levert 
dat: mes) op (a,b) minstens sn-Ss+1 nulpunten heeft, ps op (a,b) 
minstens sn-s nulpunten heeft, enz., en tenslotte dat pens) op 


(a,b) minstens 1 nulpunt heeft. 





(16.4) 


(16.5) 
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(ns) 


Is y E (a,b) nulpunt van h ‚ daän is 
(ns) _ „{ns) tek Ans) E 
(*) h (yy) = r (Cy) Agen E (Yy) = 0, 
Nu is g een polynoom van de graad ns, terwijl de hoogste 
ns 


DELE a taat 


graads-term van g Xx is; er volgt (ga na) dat g 


Substitutie hiervan in (*) levert het gestelde. 


Beschouw het in (16.2) genoemde interpolatiepolynoom p (bij f, 

de xj en s) van de graad < ns-1. Zij f ns-maal differentieerbaar; 
noem f-p = r. Voor alle k, 0 $ k $ s-1 en alle i, 1 S i & n geldt 
rex) = 0; aangezien p een polynoom is van de graad $ ns-1 is 

p{ns) ee dij. Aus ACS sms), 


x € [a,bl een 6 E (a,b) met 
EE 5 
ELK) > BER) = ret nan em (ama. (RR) 


We vermelden dit resultaat apart voor de gevallen n=1 en s=i: 


Volgens (16.3) is er dus bij iedere 


Stelling (formule van Taylor). 

Zij a E IR, sE IN; zij U een omgeving van a, en Zij Es U TR 
s=maal differentieerbaar, Dan is er bij iedere x EU een & tussen 
x en a met 


s=-1 _(k) | | (s) 
bre Et im Ar bss 
_k=0 


Stelling (nennen ek 


Zij f : la,bl > IR n-maal differentieerbaar; zij | 
ARM SMS nan Set SS xn S b, Dan is er bij iedere x € [ a,b] 


een E € (a,b) met 


n (n) | 
EGO) zE FGG) + EE Ge a) Gen) 
k= | 


waarin 


ee nm Xi 


isk 


as pk 


(16.7) Opmerkingen. 


1. Ga na dat (15.3) een bijzonder geval van (16,5) is, 
2. Men formuleert de formule van Taylor ook als volgt: bij iedere 
‘h € IR zó dat ath € U is er een 0 € IR, O0 < 0 < 1 met | 


|oo 
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Sel ik | Ss 
flatn) = 2 Br Oa) 4 ar £{S) avon) - 
k=0 * 
2 s-Ì De 
= f(a) + Arf' (a) sf grf (a)... nT £(S 1) (a) + 
+ hr £S) avon). 


Vgl. (15,4), 2, 


Zij a € IR, U een omgeving van a, f : U > IR tweemaal continu 


_differentieerbaar; zij f'(a) = 0, f"(a) > 0, Volgens (15.8) 


heeft f in a een lokaal minimum, We geven hiervan een nieuw 
bewijs (merk op dat in (15.8) de continuïteit van f'' niet 
geëist wordt): 

Volgens (11.4) is er een omgeving V van a, V C U, zó dat 
(Vx E V)f"(x) > 0. Zij x E V, Volgens (16.5) is er E tussen 
Xx en a zó dat 


Fix) e= fla) 4 En (x=a) + EE) (x=a)? 


dus | | 
f(x) = fla) + ZF"(E)(x-a)? > f(a). 
We con@tuderen dat (Fx € V)f(x) sal. 
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Opgaven: 


1. Van de functie f : IR > IR is gegeven: 
f is differentieerbaar in a en f'(a) > 0. 
Bewijs: er is een & > 0 zó dat f(x) < f(a) op (a-8,a) en 
f(x) > fla) op (a,a+8). | 


2. De functies f en g zijn gedefinieerd in een omgeving U van 0 
en voldoen in die omgeving aan |g(x)l S x? en f(x) = 24x+glx). 


Bewijs dat f differentieerbaar is in O0 en bereken £'(0). 


3. De Functie f : IR > IR is gegeven door 
FR) = 2 sin = als #“ #0 en FCO) = 0, 
Bewijs: 
(a) f is differentieerbaar In 03 
aad E' 2e miet continu An U. | 
(U mag de in de infinitesimaalrekening aangenomen eigenschappen 


van de goniometrische functies bekend veronderstellen), 


hb. Zij f : la,bl > IR continu en laat f in alle punten van [a,b] 
op eindig veel punten na differentieerbaar zijn met afgeleide 


0. Bewijs dat f constant is. 


Be Aj E slaa IR differentieefbaar en zij £'(x) #0 voor 
alle x E (a,b). 


Bewijs dat f strikt monotoon is, 


6. Zij f : la,bl > IR tweemaal differentieerbaar. 
Bewijs: als er een c € (a,b) is met f(c) > max {f(a),f(b)} 
dan is er een d € (a,b) met f"'(d) $ 0. 


Je Van éen differentieerbare Funotie f : IR > IR is gegeven 
lim f'(x) = 0. Bovendien is er een A > 0 zó dat |f(x)| > A 


X>00 
voor alls CE IR. 


Bewijs: lim LEG - FCS = Û, 
hed X X 


40, 


Lln 


LE: 


1d 
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1 1 
Bereken: lim x? (arcsin >= -— arcsin zi 
RD X x+ 1 


(U mag bekend veronderstellen dat aresin x op (+1 1) differenti- 


eerbaar is). 


A1 £: [asbl — IR differentieerbaar en zij f'(x) > 0 op [a,b]. 
Bewijs: als er hoogstens eindig veel x € [a,b] zijn met F'G)e 0 


dan is f strikt monotoon stijgend, 


De funetie f 1 [asbl + IR ie differentieerbaar, 
Bewijs: 

GE) PE heeft Am a sen Teksat mast fla) S 03 
(ii) Ff heeft in b een lokaal maximum f'(b) > 0, 


Cale CiheT), opmerking). 


De functie f is continu in een omgeving U van a en differentieer- 
baar op U\{a} terwijl f'(x) < 0 op {xE Ulx <a} en f'(x) > 0 op 
{% € Ulx > a}. 

Bewijs dat f in a een lokaal minimum heeft. Als f niet continu 

is in a maar wel aan de overige genoemde eisen voldoet dan 

hoeft f in a geen extreem te hebben, Toon dit met behulp van 


een voorbeeld aan. 


Bewijs: 


wordt een continue functie 


zE 


ln 


(1) door f(x) = aresin 5 
[O‚,e) > IRgedefinieer 
(ÌÌ) {xE[O,o)f'(x) = 0} = 3 
(iii) f heeft een maximum op (0O,o), 
Waarom is stelling (15.7) niet van toepassing? 
(U mag bekend veronderstellen dat aresin x op [ -1,1] continu 


en op (-1,1) differentieerbaar IS). 


Zij U een omgeving van a en laat f£ n-maal differentieerbaar zijn 
op U (n > 2) met f'(a) =,..= em-D) (5) De AIR et 
A= Íx& Ula-8 < x <a} en B -= Le Dia SS arst. 


Zij 1 Sm en, £PÌG) <0 op Aen £ Dx) >o op B. 
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ds 
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Bewijs: | | 
als m = 1 dan is f(x) > fla) op A en f(x) > f(a) op B 
als m > 2 dan is gm > 0 op A en gE aes > 0 op B 
als m # 3 dan is ge < 0 op A en £ MAN Gp) > 0 op B 
(1i) Zij n even. Bewijs: | Dn 
als ee > 0 dan heeft f in a een lokaal minimum 
en 


als (a) < 0 dan heeft f in a een lokaal maximum 
(gebruik opgave 1), 
(iii)Zij n oneven. Bewijs: 


als sm) 


(a) # 0 dan heeft f geen lokaal extreem in a, 
Zij U een omgeving van a. 

Laat f n-maal continu differentieerbaar zijn op U (n > 2) en 
zij flat e= ad err EP Da eo, 

Bewijs de uitspraken van opgave 13, (ii) en (iii) met de 
methode van £16,7), 8. | 


Zij f op [a‚bl n-maal differentieerbaar (n > 2). 


Bewijs: 
Ca) ale flake vas MD (a) = 0 dan heeft f in a 
een lokaal minimum als ea) Oe 


(n) 


een lokaal maximum als f (a) < 03 
(aa) als f'{(b) = gn) gs = 0 dan heeft f in b 
een lokaal maximum als Mp) > 0 en n oneven is; 


een lokaal minimum als £ Mp) > 0 en n even is; 


(n) 
(n) 


een lokaal maximum als f (b) S O0 en n even iss; 


een lokaal minimum als f (b) S 0 en n oneven is. 
Zij P € Qs zij f : (Oso) > IR gedefinieerd door f(x) = xÌ. 
(vgl. opgave III, 32), 

Bewijs, uitgaande van de in (15.10) bewezen formule, dat 


£!'Gx) = PxETÌ, 


Bewijs de formule van Taylor (16.5) door herhaalde toepassing 


KT (x-a)k en (x-a)®, 
k=0 Ee 


van (15.11) op de functies f(x) 


& 


18, 


dM 


Zu 
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Voor alle x € [o,ll is sin x > Ax. 
Bewijs dit: | 
(1) met behulp van opgave 6; 
(ii) met behulp van (16,6). 
Zij f : [a,b] > IR 4b-maal differentieerbaar en zij a S.xi <x2 Sb. 
Laat het polynoom p gegeven zijn door | 
_ (2x-3xi Xa ) (x=-xa )? (C-2x-Xy HIXa )(x-xj 2 
plx) = ERE f(x) + Ban f(x) + 


z Ak Kera JS £' Ga) + Gerd Oera) pr), 


(x2 =X1 ) (x2 =X1 )2 
Bewijs: 
bij iedere x € EP is er een Et € (a,b) met 


(U 
E(X) = plx) + Ee 


U (x=-X1 he (x=-X3 je ° 
babe ats Ass cin Bá onderling verschillende reële getallen zijn 
en laten bi, b2 , b3 , ba willekeurige reële getallen A 


Stel het derdegraads polynoom p op dat voldoet aan p(ai) = bi 


(Es dea. 


